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Einleitung

Die Extremwerttheorie ist ein Zweig der Mathematik, welcher sich mit dem Auftre-
ten extremer Ereignisse wie etwa Hochsttemperaturen oder ein Jahrhundertwasser
beschiftigt. Ziel ist hierbei, Gesetze im Zufall zu finden und diese zu quantifizieren.
Der grundlegende Satz von Fisher-Tippet-Gnedenko [Fisher und Tippet] besagt, dass
unter bestimmten Bedingungen nur drei Verteilungsklassen als Grenzwert fiir eine
Maximumsfolge an Zufallsvariablen in Frage kommen, welche sich wiederum zu ei-
ner bekannten Verteilungsfamilie zusammenfassen lassen.

In Anwendungen wie der Hydrologie, Klimatologie oder dem Aktienmarkt ldsst sich
der angesprochene Kontext nicht mehr legitimieren, sodass eine Aufweichung an Vor-
aussetzungen impliziert ist. Der Artikel [Stein] tragt dem Rechnung und enthélt unter
anderem zwei Grenzresultate fiir nicht-stationdre Zeitreihen, wobei das zweite in einer
anderen Grenzverteilungsklasse als der klassische Satz von Fisher-Tippet resultiert.
Ein Ziel dieser Masterthesis ist die Ausarbeitung und Weiterentwicklung zentraler
Resultate des Artikels. So zeigen wir, dass die Klasse der Grenzverteilungen fiir nicht-
triviale Wahlen von bestimmten Funktionen disjunkt zu der der generalisierten Ex-
tremwertverteilung ist. Auflerdem untersuchen wir bestimmte Subklassen der poten-
tiellen Grenzverteilungen, welche bestimmte Tailrelationen im Bezug auf die Weibull-
Klasse erfiillen.

Dadurch motiviert, wird eine dieser Klassen im Rahmen von asymptotischer Statistik
beleuchtet, wobei vorher die Block-Maxima Methode ausfiihrlich vorgestellt und auf
den Kontext des Artikels von Stein erweitert wird. Zuletzt werden Simulationsstudien
durchgefiihrt, in denen unter anderem der gut untersuchte GEV Maximum-Likelihood
Schitzer mit einem in dieser Arbeit vorgeschlagenen verglichen wird.

Grundkenntnisse, die diese Arbeit betreffen, wurden [Biicher(a)], [Bticher(b)] und [Bii-
cher(c)] entnommen. Fiir das Verstdndnis ist eine vorige Auseinandersetzung mit die-
sen Themen, trotz der Bemiihung um Grundlagenerklarung, unabdingbar. Im Appen-
dix sind Resultate und Verteilungen zu finden, welche innerhalb der Arbeit genutzt
werden und so das Nachschlagen dieser ersparen.



1 Allgemeine Grundlagen

Dieses Kapitel hat als Ziel, Grundlagen zu wiederholen oder zu erarbeiten, welche fiir
diese Arbeit zentral sind und den Lesefluss erleichtern. Dabei gliedern wir diese in
statistische und extremwerttheoretische Grundlagen.

In dieser Arbeit bilden alle auftretenden Zufallsvariablen X vom selben, ohne Ein-
schrankung reichhaltigenl, Wahrscheinlichkeitsraum ((), A4, P) ab.

1.1 Statistische Grundlagen

Definition 1.1.1 (Statistisches Modell).
Ein Tripel £ := (X, B, P) heif3t statistisches Modell, falls

(i) & eine beliebige nicht-leere Menge ist, der Stichprobenraum,
(ii) B eine o-Algebra auf & ist, die Ereignisalgebra,

(iii) P = { Py: 6 € O } eine Familie von Wahrscheinlichkeitsmaflen Py auf (X, B) ist,
welche durch eine beliebige nicht-leere Menge ©, der Parameterraum, indiziert
ist.

Bemerkung 1.1.2.

1. Man beachte, dass so in der Situation Py, = Py, mit 8; # 6, eines der Mafse
verworfen wird.? Dies ist unter dem Gesichtspunkt der Identifizierbarkeit relevant,
die wir spéter untersuchen werden.

2. Der Anschauung zutréglich lassen sich die P, als Bildmafs einer Zufallsvariablen
X : (Q,A) — (X,B) realisieren. Formal nimmt man dafiir folgenden Stand-
punkt ein: Q = {Py: 6 € ® } und P} = P,.

Wir werden in dieser Arbeit beide Formulierungen statistischer Modelle nutzen.

3. Oftmals werden wir fiir konkret gegebene, von dem Parameter 6 abhédngige, Ver-
teilungsfunktionen Fy die Notation P = {Fp: 0 € © } := { Py: 6 € O } nutzen,
wobei Py das eindeutig zu Fy assoziierte Mafs bezeichne.

Beispiel 1.1.3.

1. Ein denkbar simples Modell ist £ = (R, B(R), P) mit P := {Jg: 6 € R }. Alter-
nativ geht dieses Modell hervor aus: X ~ g mit 6 € R unbekannt.

Damit ist gemeint, dass sich unabhédngige Familien von Zufallsvariablen auf dem Wahrscheinlichkeits-
raum definieren lassen.

Es ist durchaus moglich einer anderen Konvention zu folgen, in der die Mafie in einer Familie zusam-
mengefasst werden, welche doppeltes Auftreten von Mafien ermoglicht. Dies ist jedoch fiir die weitere
mathematische Behandlung eine rein kosmetische Frage.
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2. Das (n-fache) Produktmodell ist das aus einem zugrundeliegenden Modell &
hervorgehende Konstrukt £ := (X", B¥", P“"). Mittels der Zufallsvariablen-
charakterisierung ldsst es sich als Realisierung von n vielen unabhingig und
identisch nach P, verteilten Zufallsvariablen X, ..., X,, auffassen, wobei 6 € ©
unbekannt ist.

Ein zentrales Ziel der Statistik ist es, aus der Beobachtung einer Realisierung x un-
ter dem Maf3 Py Riickschliisse auf den unbekannten Parameter 6 zu ziehen und die
Quualitit dieser Riickschliisse zu bemessen.

Definition 1.1.4.
Es sei £ ein statistisches Modell und 7 : (©,8g) — (T, Br) messbar. Dann heifit 4
Schitzer fiir v(0), falls 7: (X, B) — (T, Br) messbar ist.

Bemerkung 1.1.5.

1. Die Notation ¥ ist suggestiv. Da an den Schétzer nur Messbarkeits- und Bildraums-
forderungen gestellt werden, kann er vollig relationslos im Hinblick auf den Pa-
rameter agieren. Ein simples Beispiel hierauf bezogen ist ein konstanter Schétzer.
Insbesondere ldsst die Tatsache, dass eine Abbildung ein Schétzer ist, keine un-
mittelbaren Riickschliisse auf etwaige Qualitit dessen zu. Vergleiche auch mit
dem auf die Bemerkung folgenden Beispiel.

2. Haufig, so auch in dieser Arbeit, ist der Parameter § und nicht eine Funktions-
anwendung darauf von Interesse. Formal: 7 = idg und I' = ©.

Beispiel 1.1.6.

Im ersten Modell aus Beispiel 1.1.3 ist die Abbildung 8y(x) = 0 zwar ein Schitzer,
jedoch nutzt sie keine der vorhandenen Informationen aus x.

Die Abbildung B(x) := x ist auch ein Schitzer und erfiillt sogar fiir alle 6 € R

Py{0 = 0} = Py({x: 8(x) = 6}) = y({6}) = 1.

Das heif3t, fiir jede unbekannte Wahrheit 6 schatzt 0 fast sicher den wahren Parameter.
Es sei angemerkt, dass dies ein Ausnahmefall ist und auch nur deshalb moglich ist, da
das Modell eine nahezu deterministische Struktur hat.

Bei der konkreten Betrachtung oder Erstellung eines Modells sollte im Hinblick auf
geeignete Schitzbarkeit des Parameters 6 {iberpriift werden, ob verschiedene Wahr-
heiten in Realisierungen differenzierbar voneinander sind. Dies fiihrt zu folgendem
Begriff.

Definition 1.1.7 (Identifizierbarkeit).
Ein Modell £ heifst identifizierbar, falls die Abbildung 6 — Py injektiv ist.

Beispiel 1.1.8.
Wir betrachten das Modell £ = (R, B(R), { N'(4%,1): p € R} ), was aus X ~ N (y?,1)
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mit unbekanntem y € R hervorgeht. Instantan sieht man, dass Py = P_g, sodass das
Modell nicht identifizierbar ist und eine sinnvolle Schdtzung von y nur bis auf das
Vorzeichen moglich ist. Es ist moglich, den Parameterraum derart einzuschrénken,
dass das neue Modell identifizierbar wird. Dies muss dann unter Anwendergesichts-
punkten kritisch durchdacht werden.

Eine sehr haufige Situation betrifft den Ubergang zu unabhéngigen Versuchswieder-
holungen, also dem Produktmodell aus Beispiel 1.1.3. In diesem Falle wére es wiin-
schenswert, dass die Identifizierbarkeit des Grundmodells sich auf die des Produkt-
modells fortpflanzt. In der Tat gilt.

Lemma 1.1.9.
Es sei & ein statistisches Modell mit zugehorigem Produktmodell E°"; dann gilt.
& ist genau dann identifizierbar, wenn E" es ist.

Beweis. Fiir die erste Implikation betrachten wir 6,6, € © mit ng” = Pg”. Dann gilt
Py, (A) = Pe"(Ax X1 = PEM(A x X"71) = Py, (A) (A € B),
sodass Py, = Py, und die Identifizierbarkeit von &£ die Gleichheit 8; = 6, schliefSen ldsst.

Fiir die Riickrichtung sei beachtet, dass Py, = Py, bereits Pg?” = Pgi” und damit nach
Voraussetzung auch 6, = 6, impliziert. O

Um die Identifizerbarkeit eines Produktmodells zu tiberpriifen, reicht es also, das Ba-
sismodell diesbeziiglich zu tiberpriifen.

Von nun an bezeichne £ ein statistisches Modell mit X = RY und B := B(RY),
das aus einer d-dimensionalen Zufallsvariable X hervorgeht.

Es sei ein Grenzwertsatzes gegeben. Das heifdt es existieren normalisierende Fol-
gen a, > 0,b, € R und eine Statistik T, sodass fiir Zufallsvariablen Xj, ..., X, unter
gewissen Bedingungen die Verteilungskonvergenz

T(X1,..., Xn) = by 4

an n—oo

> G

gegen eine Grenzverteilung G aus einer Klasse G gilt. Man denke bei T an das Maxi-
mum oder die Summe der Argumente. Obige Konvergenz ladsst sich mittels des Lem-
mas von Slutsky auf affin-lineare Transformationen ausweiten, sodass man héufig als
Grenzwertklasse Verteilungen zuldsst, welche vom selben Typ wie G sind, siehe Defi-
nition 1.1.30, das heifst als ¢ - G + u in Verteilung darstellbar sind. Statistisch ist dann
hiufig die Verteilungsfamilie { (¢- G+ u)®N: G € G,u € R,0c € RT } von Interesse.
Dies fiihrt zu den folgenden Begriffen; man vergleiche auch fiir den folgenden Begriff
mit [Riischendorf, Beispiel 2.1.9]
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Definition 1.1.10 (Lokationsmodell).

Ein Modell £ heifit Lokationsmodell, falls ein Wahrscheinlichkeitsmafd P auf B mit
P = {dp*P: 60 € O} existiert, wobei ® C R. Mit der Minkowski-Summe und e :=
e1 + ...+ e, wenn ¢; die kanonischen Einheitsvektoren des R? bezeichnen, lisst sich
die Faltung (ép * P)(-)auch als P(- — ef) schreiben. Dabei bezeichnen wir hier mit A —b
die Menge A+ (—b) := A+ {-b} ={a—b:a e A}.

Beispiel 1.1.11.
Das Modell, was aus Xj, ..., X, ~ U], 0 + 1] hervorgeht, ist ein Lokationsmodell, da
fur A; € B (]R)

P <fIAi> U="6,6 +1] (HA) :f[u[o,u(Ai—ee) U="0,1] (HA —e9>

gilt und somit aus dem Mafeindeutigkeitssatz Py(-) = U®"[0,1](- — ef) folgt.
Der folgende Begriff formalisiert die Erweiterung eines Modells um Lokationen.

Definition 1.1.12.
Fiir ein Modell € heiit £ := (X, B, P.) Lokationserweiterung von £ oder auch das
von £ erzeugte Lokationsmodell, wobei

Pri={Ppu:0€cOuecR}:={P(-—ep):0cOuecR}.

Erstrebenswert ist es, eine Beziehung zwischen der Identifizierbarkeit eines Modells
und seiner Lokationserweiterung zu etablieren. Evident ist, wenn das von erzeugte
Skalenmodell identifizierbar ist, so auch das zugrundeliegende Modell &£, da sich we-
gen 0 € R die Verteilungsklasse P in Pj, einbetten ldsst. Die Umkehrung gilt jedoch
nicht:

Beispiel 1.1.13.

Betrachte P = {U[6,0 +1]: 6 € R }und das dazugehorige erzeugte Skalenmodell mit
PL={UB,0+1](-—u): 0 € R,u € R}. Dann ist £ identifizierbar, da fiir verschie-
dene 601, 6, der Trager der Mafle Py,, Py, nicht identisch ist.

Jedoch ist P, nicht identifizierbar, da U[60,6 + 1](- —p) = U[pu +6,u + 6 + 1](-) und
somit beispielsweise P; _1 = U[0,1] = P_1 gilt.

Das vorangegangene Beispiel motiviert folgendes Attribut.

Definition 1.1.14.
Ein Modell £ heifit lokationsfrei, falls fiir 61,6, € ® und u € R* bereits Py, (-) #
Py, (- — pe) gilt oder dquivalent: Aus Py, () = Py, (- — pe) folgt bereits y = 0.

Beispiel 1.1.15.

1. Das aus X ~ N(0,02) mit c> > 0 unbekannt hervorgehende Modell ist lokati-
onsfrei, was wir wie folgt einsehen:
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Angenommen fiir 61,6, > 0,u € R gilt N'(0,07)(-) = N(0,02)(- — ). Wegen
N(0,02)(- — ) = N(u,02)(-) und Eigenschaften der Normalverteilung muss
dann bereits y = 0 folgen, was die Lokationsfreiheit nach sich zieht.

2. Das Modell aus Beispiel 1.1.13 ist nicht lokationsfrei, da P;(-) = P_1(- — 2) gilt.
Das nichste Lemma préasentiert ein hinreichendes Kriterium.

Lemma 1.1.16.

Gilt fiir ein Modell £, dass aus Py, (-) = Py, (- — pe) bereits Py, = Py, folgt, so ist £ lokations-
frei.

Beweis. Sei fiir 61,6, € O, u € R die Gleichheit der Mafe Py, (-) = Py, (- — pe) gegeben.
Dann erhalten wir nach Voraussetzung Py, = Py,, also Py, (-) = Py, (- — pe). Angenom-

men es gilt 4 #0. Wir wihlen eine d-dimensionale Zufallsvariable X mit PX = Py, und
schlieflen mittels Fourier-Transformierten, dass

px(t) = ox(t)-exp (i(t,pe)) (t € RY).

Wegen der Stetigkeit von Fourier-Transformierten und der Tatsache ¢x(0) =1 existiert
eine (offene) Umgebung U von 0 auf welcher ¢x # 0 gilt. Damit folgt aber
1 = exp (i(t, pe)) auf U, was wegen

| 91, exp (i(t, pe)) | = |ipexp (i(t,pe)) | = |p| #0 =041
widerspriichlich wire, sodass ¢ = 0 und die Lokationsfreiheit folgt. O

Folgende Verbindung zwischen Lokationserweiterungen und Identifizierbarkeit lasst
sich nun formulieren.

Lemma 1.1.17.
Das Modell & ist genau dann lokationsfrei und identifizierbar, wenn die Lokationserweiterung
&L identifizierbar ist.

Beweis. Fiir die Hinrichtung seien 61,6, € ©, 1, 2 € Rund Py, (- — p1e) = Po, (- — pze).
Dann gilt

Py, (A) = Po, (A — (11 — p1)e) = Po, (A — (2 —pa)e) (A€ B),

sodass aus der Tatsache, dass £ lokationsfrei ist, pp — y; = 0 folgt.
Damit erhalten wir Py, = Py, und aus der Identifizierbarkeit von & folgt damit 6; = 6,.
Das heif3t aber (61, #1) = (02, p2), sodass & identifizierbar ist.

Im Rahmen der Riickrichtung sei Py, (-) = Py, (- — pe) vorgegeben. Dies ldsst sich als
Py, 0 = Py, auffassen, sodass die Identifizierbarkeit von £ den Schluss validiert. Dass
£ identifizierbar ist, folgt vollig analog. O

Die Lokationsfreiheit im Bezug auf Produktmodelle verhalt sich angenehm:
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Lemma 1.1.18.
Das Modell € ist genau dann lokationsfrei, wenn E“™ lokationsfrei ist.

Beweis. Fiir die Hinrichtung sei Pg?”(-) = PO%”(- — pey.q). Wir schreiben ey, fiir den
Vektor (1,...,1)T € R™. Damit gilt

Py, (A) = Pe"(Ax X"1) = PPM(A x X1 — pey.q)

= P ((A = peq) X (X" — peng_q)) = Py ((A — peg) x X"71)
:PQZ(A_,Med) (AEB>1

sodass nach Voraussetzung u = 0 gilt. Wir merken an, dass es an dieser Stelle wichtig
ist, dass X invariant unter Subtraktion ist.

Die Argumentation der Riickrichtung erfolgt analog zu dem Beweis der Riickrichtung
von Lemma 1.1.9 und wird an dieser Stelle tibersprungen. O

Eng verwandt mit dem Lokationsmodell ist folgendes Modell, man vergleiche auch
mit [Riischendorf, Bemerkung 8.1.13].

Definition 1.1.19 (Skalenmodell).

Ein Modell £ heilt Skalenmodell, falls ein Wahrscheinlichkeitsma P auf R? derart
existiert, dass P = { P(-/c): ¢ > 0}, wobei wir in diesem Fall die Notation
Alo:=A-(1/0):={a-1/c:a € A} fur A C RY nutzen.

Beispiel 1.1.20.
Das durch unabhingige X, ..., X, ~ N(0,0?), ¢ > 0 induzierte Modell ist ein Skalen-
modell, da aus Eigenschaften der Normalverteilung N;(0,021;)(A) = Ny (0, 1;)(A/0)

folgt.

Wie im Lokationskontext ldsst sich auch hier eine kanonische Erweiterung definie-
ren.

Definition 1.1.21.
Zu einem Modell € heifit & := (X, B, Ps) Skalenerweiterung von £ oder auch das
von & erzeugte Skalenmodell, wobei

Ps:={Pos:0€0,0 € R"}:={Py(/0):0€O,0 € R"}.

Wie in Beispiel 1.1.13 Iasst sich ein identifizierbares Modell angeben, dessen Skale-
nerweiterung nicht mehr identifizierbar ist. Dies motiviert den Begriff:

Definition 1.1.22.
Das Modell £ heifit skalenfrei, falls fiir alle 61,6, €@, c € R™\ {1} bereits
Py, (+) # Py, (-/0) folgt. Das ist gleichbedeutend zu: Py, () = Py, (-/0) impliziert o = 1.
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Beispiel 1.1.23.

1. Das Exponentialmodell { Exp (A) : A > 0} ist nicht skalenfrei, da
Exp (1/A) () = Exp (1) (-/A) gilt. Man nennt es Ratenmodell.

2. Das Modell { Poi (A?) : A € R* } ist skalenfrei, aber offensichtlich nicht identifi-
zierbar.

Beweis. Es gelte Poi (A?) (-) = Poi (A3) (-/0). Dann folgt aus der Tatsache, dass
der Trager jeder Poissonverteilung IN ist, zundchst k/c € N fiir alle k € N und
damit auch ¢ € IN. Insbesondere gilt damit fiir alle Primzahlen, dass ¢ € IN sie
teilt. Mithin folgt o = 1, also die Behauptung. O

Auch hier gilt im Bezug auf den Ubergang zu Produktmodellen.

Lemma 1.1.24.
Fiir ein statistisches Modell € gilt, dass £ genau dann skalenfrei ist, wenn E" skalenfrei ist.

Beweis. Die Argumentation kann analog zu der im Beweis von Lemma 1.1.18 gefiihrt
werden. O

Ein hinreichendes Kriterium fiir Skalenfreiheit ldsst sich wie folgt formulieren.

Lemma 1.1.25.

Das Maf3 &y ist das einzige Wahrscheinlichkeitsmap P € M'(R?) fiir das ein o € RT\ {1}
mit P(-) = P(-/0) existiert.

Insbesondere gilt daher fiir statistische Modelle £ mit 6o ¢ P, dass £ skalenfrei ist, falls sich
aus Py, (-) = Py, (-/0) bereits Py, = Py, schlieflen lisst.

Beweis. Sei F die zu dem Wahrscheinlichkeitsmafs P assoziierte Verteilungsfunktion
F(t) := P(] —oo,t1] x ... x| — 00, t4]). Dann gilt F(t) = F(t/¢") fir n € N. Ohne
Einschriankung sei o > 1. Es folgt fiir t € (R*)? die Gleichheit F(t) = F(t-¢") > 1,
sodass die Rechtsstetigkeit F(t) = 1 fiir alle t € (R;)? generiert. Fiir t auBerhalb folgt
F(t) = 0, womit die Verteilungsfunktion von P mit der von ¢, tibereinstimmt und
P = 6y impliziert wird. Der Fall ¢ < 1 funktioniert sehr dhnlich, sodass insgesamt
P = ¢y folgt. O

Eine allgemeinere Charakterisierung ist:

Lemma 1.1.26.
Die Skalenfreiheit und Identifizierbarkeit von & sind gleichbedeutend dazu, dass die Skalener-
weiterung identifizierbar ist.

Beweis. Nur der Beweis von links nach rechts:
Wir setzen Py, (/1) = Py, (-/02) voraus, sodass fiir A € X folgt

Pgl (A) = P91 (A . 0’1/0’1) = sz (A/Z) . (11)
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Die Skalenfreiheit von £ impliziert 02 /07 = 1. Die Gleichung (1.1) liefert die Beziehung
Py, = Dy,, sodass aus der Identifizierbarkeit von £ schon 6; = 6, und daher
(01,01) = (62, 02) gilt, was die Behauptung validiert. O

Als nattirliche und in der Einleitung schon angesprochene Erweiterung definieren
wir.

Definition 1.1.27.
Ein Modell € heifst Lokations- und Skalenmodell, falls ein Wahrscheinlichkeitsmafd P
auf R? so existiert, dass P = { P, o: p € R, 0 € R" }, wobei P, o(-) = P((- — pe) /o).

Definition 1.1.28.
Zu einem Modell £ definieren wir die Lokations- und Skalenerweiterung von £ oder
auch die von £ erzeugte Lokations- und Skalenklasse als &5 := (X, B, Ps), wobei

Prs:={Poyuo:0€® pueR,0c>0}:={P((-—pe)/0):0€O,uecR,oc>0}.

Nach den Lemmata 1.1.17, 1.1.26 wére es wiinschenswert wenn die Lokations- und
Skalenfreiheit bereits die Identifizierbarkeit der Lokations- und Skalenerweiterung,
unter Annahme der Identifizierbarkeit des Grundmodells, implizieren wiirden. Dies
gilt jedoch nicht:

Beispiel 1.1.29.

Sei X eine nicht-degenerierte, das heifst Px ist kein Dirac-Maf3, reellwertige Zufallsva-
riable und £ das aus 0X + 6 — 1, 8 > 0 hervorgehende Modell. Dann ist £ skalenfrei,
lokationsfrei und identifizierbar. Jedoch ist £; g nicht identifizierbar.

Beweis. Lokationsfreiheit: Nehmen wir 61X + 6, — 1 Z 6 X + 6, — 1+ p an, so folgt

i@z 0 — 01 +u

5 5 ,sodass F(x) = F(ax +b) = F(a"x+a" " 'b+... +ab+b),
1 1

wobei a := 61/6,, b := (01 — 6, — u)/6, und F die Verteilungsfunktion von X be-
zeichne. Mit dem Convergence of Types Theorem, beachte X ist nicht-degeneriert,
angewandt auf a, := 4" und b, := a" b+ ...+ ab + b erhalten wir zunichst a = 1
und damit 6, = 6;. AnschliefSend folgt aus der Konvergenz von b, = n-b, dass b = 0,
also p = 0 gelten muss.

Skalenfreiheit: Nehmen wir 0; X + 67 — 1 L. (02X 462 — 1+ p) an, so folgt wie oben
o=1.

Identifizierbarkeit: Da X nicht-degeneriert ist, folgt aus 6; X 4 6; — 1 2z 0LX+6,—1
analog zu oben 6 = 6,.

& s ist nicht identifizierbar: Mit den Wahlen (61, 41,01) = (1,2,2) und (6, uz,02) =
(2,1,1) erhalten wir Py, ;,, o, = P, 0., S0dass die Behauptung folgt. O

Wir erinnern an den Begriff des selben Typs und fiihren die fiir die Identifizierbarkeit
von Lokations- und Skalenerweiterung entscheidende Eigenschaft ein.

10



1.1 Statistische Grundlagen

Definition 1.1.30 (Typ und Typenfreiheit).

(a) Zwei Mafe P, Q auf (RY, B(R?)) heiflen vom selben Typ, falls ein b € R und ein
a>0mit P(-) = Q((- —e-b)/a) existieren. Mittels assoziierten Zufallsvariablen

X,Y mit Px = P,IPy = Q ist dies gleichbedeutend zu X 4 aYy +e-b.

(b) Ein Modell £ heifit typenfrei, falls aus Py, (-) = Py, ((- — e b)/a) bereits (b,a) =
(0,1) folgt.

Ahnlich wie bei den vorangegangenen Begriffen reicht es auch hier aus, anstelle des
Produktmodells, das Basismodell auf Typenfreiheit zu tiberpriifen.

Lemma 1.1.31.
Das Modell & ist genau dann typenfrei, wenn das Produktmodell E¥™ typenfrei ist.

Beweis. Dies ldsst sich dhnlich wie die vorangegangenen Produktmodellresultate be-
griinden. &

Fiir eine leichtere Nachweismoglichkeit der Typenfreiheit formulieren wir eine Va-
riante eines d-dimensionalen Convergence of Types Theorems, wobei eine univariate For-
mulierung etwa in [Billingsley, Theorem 14.2] zu finden ist.

Lemma 1.1.32 (d-dimensionales Convergence of Types Theorem).

Seien Y, X, X1, Xo,... d- dimensionale reelle Zufallsvariablen und a,,a, > 0, bn,En e R?
eine Folge von Konstanten mit (X,, — by)/ay A X und (X, — En)/ﬁn 4, Y; wobei X und
Y als derart requlir angenommen werden, dass keine der Marginalverteilungen von X und Y
degeneriert ist.

Dann existieren a > 0,b € RY mit a,/d, — a und (b, — En)/ﬁn L b Auflerdem gilt
Y £ aX + b, sodass X und Y vom selben Typ sind.

Beweis. Wir schreiben X := (X(l),...,X(d))T und analog fiir die anderen zufélligen
Vektoren. Das Continous Mapping Theorem mit den Koordinatenprojektionen ange-
wandt generiert

(i) _ (@) _ (i) _ 70 .
Xn bn N X(z) und Xa _ bn d Y(l) (1 =1,.. ,d)

Ay n—o00 an n—o0

Das eindimensionale Convergence of Types Theorem ldsst nun auf die Existenz von
2>0,b() € R schlieen, die a,/d, - a, (b — )/ &, 2 b¥) erfiillen, dabei lauft i
von 1 bis d. Setzen wir nun b := (b(l), eeey b(d))T, so folgt der erste Teil der Behauptung.
Fiir den zweiten Teil setzen wir Y, := (X, — En) / a, und folgern einerseits mittels der
Voraussetzung und andererseits mittels des Lemmas von Slutsky

d Xn_bn_Yn_(bn_En)/En d Y—b

n—00 ay a,/ ay n—00 a

X

7

11



1.1 Statistische Grundlagen

sodass wegen der Eindeutigkeit schwacher Grenzwerte die Verteilungsgleichheit folgt.
O

Mit dieser Erweiterung konnen wir die angesprochene hinreichende Bedingung fiir
Typenfreiheit beweisen.
Korollar 1.1.33.

Sei & ein Modell, dessen MafSe kein degeneriertes Randmaf besitzen. Lisst sich aus der Bezie-
hung Py, (-) = Py, ((- — eb)/a) bereits Py, = Py, folgern, so ist £ typenfrei.

Beweis. Geben wir Py, (-) = Py, ((- — eb)/a) vor und assoziieren eine Zufallsvariable X

zu dem Maf3 Py, so folgt aus der Voraussetzung X £ 4X + eb. Da keine Marginalver-
teilung von X degeneriert ist, liefert eine Anwendung von Lemma 1.1.32 auf X,, := X
die Tatsachen b = 0 und a = 1 (vergleiche mit dem Beweis von Beispiel 1.1.29). Mithin
ist £ typenfrei. O

Beispiel 1.1.34.
Das Paretomodell mit P = { Par (a2)®n :a € R* } ist typenfrei, jedoch nicht identifi-
zierbar.3

Beweis. Seien X ~ Par (a3),Y ~ Par (a3) mit X 2 4Y + b. Nach Definition der Pareto-
Verteilung, siehe Appendix A.1.6, gilt

0 <1 e (1) = 0 . g4 <a+b
1—t8 p>1 YT 1-(58) " r>a+b’

sodass zundchst a + b = 1 und anschliefiend fiir grofie ¢t die Beziehung ot = ((t—

—a2 2
b)/a)) " oder dquivalent 1 = 9% . ((1 —b/t)/a)" " folgt. Eine Grenzwertbildung
tiber die letztere Gleichung liefert a3 = a3, das heifit Py, = P,,. Aus Korollar 1.1.33 in
Verbindung mit Lemma 1.1.31 folgt die Typenfreiheit. O

Zuletzt geben wir eine Charakterisierung der Identifizierbarkeit von Lokations- und
Skalenerweiterungen an.

Lemma 1.1.35.
Die Lokations- und Skalenerweiterung Ers des Modells & ist genau dann identifizierbar, wenn
& typenfrei und identifizierbar ist.

Beweis. Die Hinrichtung ist klar.
Fiir die Riickrichtung nehmen wir Py, ,,, o, = P, 4,0, an, sodass fiir A € B

(o — Vl)/(71>

02/ 0

A—e
P91 (A) = P91,}11r171 (UlA + ]/lle) = P92,H2,¢72 (UlA + "1416) = Py, (

3 Die Pareto-Verteilung ist zusitzlich skaleninvariant, das heifit es existiert eine Funktion s(-) mit der
Eigenschaft, dass p(Ax) = s(A) - p(x) fir A € R gilt. Dabei bezeichnet p die Dichte der Verteilung.
Daraus folgt insbesondere F(Ab) — F(Aa) = As(A) - (F(b) — F(a)) fir a < b. In dem Fall der Pareto-
Verteilung gilt s(A) = A~ +1),

12
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folgt. Da & typenfrei ist, erhalten wir 0, /01 = 1, (42 — 1) /01 = 0, woraus seinerseits
0y = 01, u2 = pp und letztlich Py, = Py, folgt. Die Voraussetzung der Identifizierbarkeit
von & validiert daher den Schluss (61, u1,01) = (02, p2, 02). O

Beispiel 1.1.36.

Aus dem Beispiel 1.1.34 und dem Lemma 1.1.35 entnehmen wir: Das von Xj, ..., X,
unabhéngig und identisch nach Par («), « > 0, verteilten Zufallsvariablen erzeugte
Lokations- und Skalenmodell ist identifizierbar.

Bereits in Beispiel 1.1.6 haben wir uns mit der Frage der Qualitit eines Schétzers
beschiftigt, was in der nédchsten Definition formalisiert werden wird. Dafiir nehmen
wir, wenn nicht anders explizit erwdhnt, an, dass das statistische Modell £ durch ein
oc—endliches MafS 4 dominiert ist, sodass nach dem Satz von Radon-Nykodym Dichten
po := dPy/dy fiir 6 € © existieren.

Definition 1.1.37 (Grundlegende Giitekriterien fiir Schatzer).
Fiir T C R sei ein Schitzer 4 € L'(Py) von 7(8) gegeben, wobei 6in®.

1. Der Vektor Biasg (7) := Eg [¥] — 7(0) heiit Bias von 4 und der Schitzer 4 heifit
unbiased (bisweilen auch erwartungstreu, unverzerrt oder unverfilscht), falls
Biasy (7) = 0.

2. Die Zahl MSE, (7) := Ey [H ¥ —(6) Hﬂ heifst Mean Squared Error von 7.

Bemerkung 1.1.38.

1. Bezeichnen wir mit Varg(7) := (Varg(7(1),..., Vary(5%)))T die komponenten-
weise Varianz einer k—dimensionalen Zufallsvariable, so gilt
MSEy (7) = || Biasg (7) |3 + || Varg(¥) ||, - Fiir einen Beweis siche Appendix A.2.2

2. Der Mean Squared Error ist ein populédres Beispiel fiir eine Risikofunktion. Es
gibt weitere Verlustfunktionen, wie zum Beispiel die absolute Abweichung, die
Abweichungen anders gewichten und daher zu anderen Risikofunktionen fiih-
ren; siehe etwa [Casella und Berger, S. 348 ff.].

3. Es ist nattirlich Erwartungstreue, also den konkreten Wert der Erwartung un-
ter 0 als den wahren Parameter zu fordern, anzusetzen, um Giite des Schitzers
¥ zu beschreiben. Die konkrete Forderung lasst sich jedoch nicht auf den MSE
tibertragen, da dies zur Folge hitte, dass der Schitzer unabhédngig von dem Sam-
ple x immer die Wahrheit 0y schitzen wiirde, was in den allermeisten Modellen
nicht moglich ist. Daher existiert keine simple kanonische Zahl fiir den MSE.
Es existiert jedoch unter Regularititsannahmen eine untere Schranke, die Cramér-
Rao-Schranke.

Wir betrachten ein Weibull-Lokationsmodell, wobei in diesem Fall die Weibull-
Verteilung aus der Extremwerttheorie gemeint ist. Dafiir erinnern wir an die Definition

13



1.1 Statistische Grundlagen

der Gammafunktion
['(z):= / t*~1.e7'dt, Re(z) > 0.
0

Mittels partieller Integration und Induktion tiber # zeigt man I'(n + 1) = n! fiir natiir-
liche Zahlen n.

Beispiel 1.1.39 (Weibull-Lokationsmodell).

Fiir festes N € N,0 > 0 betrachte P = { Wei (¢,0,1)N : 4 € R}, siche Appendix
1.2.2.

Der Parameter y nimmt in diesem Falle die Rolle des rechten Randpunktes ein, so-
dass der Schitzer i := xy. y ein wohlmotivierter Schétzer ist; tatsdchlich ist er sogar
der eindeutige Maximum-Likelihood Schéitzer, wie wir spéter in Beispiel 1.1.42 sehen
werden. Um den Bias und Mean Squared Error zu berechnen, bestimmen wir die Ver-
teilung des Schitzers unter Py. Seien dafiir Xj, ..., Xy unabhdngig und identisch nach
Wei (i, 0, 1) verteilt.

P,,{ﬁgx}:]l’y{XN:NSx}

_ { (eXP (x;”>)N XSH {eXP@ZZ) = Wei (1,0/N, 1) (x).

1 S X > U 1 X >

Wir nutzen Wei (4,0/N,1) = GEV (4 —0/N,c/N,—1) und die Kenntnis, dass das
erste Moment beziehungsweise die Varianz einer solchen Verteilung durch

(1~ 0/N) +0/N- ([~ (1)) ~ 1)/ (~1) = (4 — ¢/N) = /N (1 1) = ji— o/ N
beziehungsweise durch (¢/N)?- (T(1+42) —T(1+1)?)/(=1)?> = (¢/N)? gegeben ist;
siehe Gleichung (1.3).

Wir haben gezeigt: Bias) (i) = —¢/N und MSE, (ji) =2 - (¢/N)>. O

Der Bias und der MSE aus dem vorangegangenen Beispiel hangen von der Sample-
grofle N ab und konvergieren fiir N — oo gegen Null. Dies motiviert asymptotische
Gitekriterien zu betrachten, wenn etwa subasymptotisch Eigenschaften wie Erwar-
tungstreue noch nicht gegeben sind. Bevor wir diese Begriffe einfiihren, stellen wir
die populdre Schiatzmethodik der Maximum-Likelihood Schiitzung vor.

Definition 1.1.40 (Maximum-Likelihood Schétzer).
Fiir ein Sample x € X innerhalb eines dominierten k—parametrischen Modells £ heifst
die Abbildung

Ly: ©® - Ry, 6 — po(x) Likelihood-Funktion,
ly:® > RU{—00},0+— logLy(6) Log-Likelihood-Funktion.

Im Falle der partiellen Differenzierbarkeit der Log-Likelihood-Funktion heifit die Ab-
bildung ‘
Oy =0gly: @ 5 RE, 0 — dglx(0) Score-Funktion.

14
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Ein Schitzer 8 heifft Maximum-Likelihood Schitzer fiir 0, falls er fast-iiberall Sample-
weise die Likelihood-Funktion oder dquivalent die Log-Likelihood-Funktion maxi-
miert, das heifst

Ly(6(x)) = sup Ly(8) [u] beziehungsweise
0c®

£ (0(x)) = sup £:(0)  [ul.

A~

Fiir eine Funktionalauswertung 7(0) heifit dann 4 := (6) Maximum-Likelihood
Schitzer fiir (0).

Bevor wir auf das Beispiel 1.1.39 zurtickkommen, wollen wir noch ergianzen:
Bemerkung 1.1.41.

1. Existiert die Score-Funktion, so ist eine notwendige Bedingung fiir das Vorliegen
eines Maximums die Beziehung £, (#(x)) = 0. In simplen Fillen kann also tiber
reguldr-analytische Maximierung ein Maximum-Likelihood Schétzer gefunden
werden.

2. Weder Eindeutigkeit noch Existenz sind gesichert. Ist Letzteres fragwiirdig, zieht
man sich im Falle einer stetigen Log-Likelihood-Funktion oft auf kompakte Teil-
mengen Ox CC O zuriick, sofern ® mit einer Topologie ausgestattet werden
kann; siehe [Van der Vaart, Abschnitt 5.2.1].

3. Maximum-Likelihood Schétzer sind Spezialfille sogenannter M Schiitzer, welche
dadurch charakterisiert sind, dass solche Schitzer eine Zielfunktion My maxi-
mieren.

Nun kommen wir auf das Weibull-Lokationsmodell aus Beispiel 1.1.39 zurtick.

Beispiel 1.1.42 (Fortsetzung Weibull-Lokationsmodell).
Im Modell aus Beispiel 1.1.39 ist ji := xn.y tatsdchlich der eindeutige Maximum-
Likelihood Schétzer fiir p.

Beweis. Aus dem Modell bestimmt sich die Log-Likelihood Funktion fiir ein x =
(x1,...,xN) als

' [-N-loge -t 4y N I xyn <y
(1) = o x>u

Damit ist im Bereich xn.y < p die Log-Likelihood Funktion antiton in y, aber ab y >
xn:N minimal, sodass der eindeutige Maximum-Likelihood Schitzer durch i := xn.n
gegeben ist. O

In der Stochastik sind Grenzwertsdtze von hohem Nutzen, da sie es erlauben tiber ei-
ne Klasse von Verteilungen gleichméfiig Grenzverteilungen zu bestimmen, ohne dass
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die eventuelle komplizierte Struktur der zugrundeliegenden Verteilungen in hohem
Maf3e berticksichtigt werden miissen. Bisher haben wir Statistik im Rahmen einer fes-
ten Samplegrofie beziehungsweise Dimension des Ereignisraumes X" betrieben, sodass
Grenzwertsidtze nicht ausgenutzt werden konnten. Die asymptotische Statistik ermog-
licht die Betrachtung von Modellfolgen und daher die Nutzung von Asymptotiken.
Der Rahmen dafiir ist das Vorliegen von einer Folge von Modellen £y = (X", B¥", P,),
wobei (X, B) ein zugrundeliegender Mafiraum und P, = {Pg"): 6 € ©} eine Folge
von Wahrscheinlichkeitsmafifamilien ist, die von Parametern aus einem Parameter-
raum © abhdngen. Der hdufigste Fall ist die unabhidngige Wiederholung von Zufalls-
experimenten, was dem Produktmaf Pé") = P9®” fiir eine feste Familie von Vertei-
lungen { Py: 6 € © } auf (X, B) entspricht. Die Tatsache, dass in dieser Situation Mo-
dellfolgen betrachtet werden bewirkt, dass nun Schitzerfolgen und nicht mehr ein
einzelner Schitzer im Mittelpunkt stehen.

Es lassen sich damit asymptotische Giitekriterien formulieren.

Definition 1.1.43 (Asymptotische Giitekriterien fiir Schatzer).
Sei eine Schitzerfolge (7n)n gegeben, so heifit Yy

1. asymptotisch erwartungstreu, falls fiir alle 6 € ®: Ep [y —7(0)] = 0, N — oo,

2. (stark) konsistent, falls 7y M v(0) fir alle 6 € ©,
3. asymptotisch normal, falls I' C RF und fiir alle # € ® normalisierende Folgen
any=ayn(8) > 0,by =by(0) € RF derart existieren, dass

YN —Db
m N di)Nk(OIZ)
aN

fiir eine positiv semidefinite Kovarianzmatrix X := %(§) € R¥*9\ {0} gilt.

Asymptotische Normalitdt wird meist mittels Grenzwertsédtze und der Delta-Methode,
siehe A.2.1, gezeigt.

Beispiel 1.1.44 (Geometrisches Modell).

Wir betrachten das Produktmodell einer Geom (6)-Verteilung fiir 6 € ]0,1], das heif3t
das aus unabhéngig und identisch nach Geom(6) verteilten Zufallsvariablen X, ..., Xy
hervorgehende Modell.

Dann ist der eindeutige Maximum-Likelihood Schétzer durch Oy = (An+1)71 ge-
geben. Aufierdem ist er stark konsistent, asymptotisch erwartungstreu und normal.
Tatsdchlich gilt sogar fiir alle k > 1 die Momentenkonvergenz Eg [@;\]] 2 6.

Beweis. ML Schitzer: Die Log-Likelihood und Score-Funktion sind durch

0,() = N -log 8 +log(1 — 0) ©N, x; beziehungsweise /,(0) = N/6 — YN, x;/(1 —6)
gegeben. Das Nullsetzen der Score-Funktion liefert die eindeutige Nullstelle
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On = (X + 1) L. Wegen limg 10 4x(8) = —oo = limgyq £, (0) folgt, dass dies das eindeu-
tige globale Maximum: ist.

Starke Konsistenz: Aus dem starken Gesetz der grofien Zahlen und dem Satz von der
stetigen Abbildung folgt die Konvergenz

- Ly fs L [1—0 -

K+ 1) 55 @+ = (1) =,
sodass die starke Konsistenz gezeigt ist.
Asymptotische Erwartungstreue: Zeigen wir die gleichgradige Integrierbarkeit der
Familie (§N) NeN fiir festes 8 € ©, so folgt aus der Konsistenz des Schitzers die
L! —Konvergenz des Schitzers gegen 6.* Es gilt On < 1 Py fast-sicher, sodass fiir M > 2
der Indikator 1 { | O | > M} fast-sicher zur konstanten Null-Abbildung degeneriert.
Insbesondere gilt daher

I Eo [|On]-1{|0n|>M}|=
im,_ sup o [1Bn]-1{ 8y | = M} =0

und damit die zu zeigende gleichgradige Integrierbarkeit.
Asymptotische Normalitit: Fiir die asymptotische Normalitdt betrachten wir die Ab-
bildung

1
g:10,1[—]1/2,1], x> T
mit Ableitung ¢’(x) = —(1+ x) 2. Aus dem zentralen Grenzwertsatz folgt

- - < 1-90
Wegen ¢(Xy) = O, g((1—0)/6) = 6 und ¢'((1—6)/6) = —62 folgt aus der Delta-
Methode A.2.1 somit

also die asymptotische Normalitét. O

Fiir gentigend requlire Modelle besitzt der Maximum-Likelihood Schéitzer wie im
vorangegangenen Beispiel wiinschenswerte asymptotische Giite, siehe zum Beispiel
[Cramér, Abschnitt 33.3]. Das Weibull-Lokationsmodell aus Beispiel 1.1.39 und 1.1.42
besitzt diese Regularitdt nicht, weil dort der Trager der Verteilungen von dem un-
bekannten Parameter y abhidngt. Da jedoch die Regularititsbedingungen nicht not-

& fso,. “ . .
4 Alternativ nutzt man, dass wegen Oy fﬁ 6 insbesondere Konvergenz des Schitzers in Verteilung

vorliegt. Nach [Van der Vaart, 2.21 Example] gentigt es daher die Beschranktheit lim sup; Eg H@K] || <o
fiir ein p > 1 zu zeigen, da dann die Momentenkonvergenz fiir alle k < p folgt. Wegen der in N und
p gleichmafiigen Ungleichung é}’i] < 1 folgt daher also sogar die Konvergenz aller Momente.
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wendig sondern lediglich hinreichend fiir asymptotische Normalitdt sind, ldsst sich
daraus nicht direkt eine andere Asymptotik schlieffen. Wir werden jedoch sehen, dass
hier keine asymptotische Normalitdt vorliegt.

Beispiel 1.1.45 (Fortsetzung Weibull-Lokationsmodell).
Im Modell aus Beispiel 1.1.39 gilt fiir den Maximum-Likelihood Schitzer jixy = xn.n,
dass er asymptotisch erwartungstreu, stark konsistent ist und

AN = dy .
N — Wei (0,0,1) (¢ € R).

Insbesondere ist ji nicht asymptotisch normal.

Beweis. Asymptotische Erwartungstreue: Aus Beispiel 1.1.39 entnehmen wir den ex-
akten Bias als Bias, (i) = —c /N, sodass die Eigenschaft instantan folgt.

Starke Konsistenz: Der Schitzer ji ist ein Maximum tiber N—viele unabhéngig und
identisch verteilte Zufallsvariablen, sodass er aufgrund von Lemma A.2.3 gegen den
rechten Randpunkt der Zufallsvariablen, der gerade y entspricht, P, fast-sicher kon-
vergiert.

Asymptotische Verteilung: Der Beweis von Beispiel 1.1.39 ldsst uns erkennen, dass iy
einer Wei (y1,0/N, 1) —Verteilung folgt. Wir rechnen

P{ﬁN_ﬂ<x}: exP(%) X/N+p<p exp (£) ,x<0
g - 1 x/N+u>u |1 x>0

= Wei(0,0,1),

weswegen die Verteilungsgleichheit sogar subasymptotisch gilt.

Asymptotische Normalitdt ist nicht moglich, da andernfalls aus dem Convergence
of Types Theorem(Lemma 1.1.32) folgen wiirde, dass Weibull- und Normalvertei-
lung vom selben Typ wiren; dem ist jedoch nicht so. Alternativ kann man die nicht-
Normalitat direkt aus dem Fisher-Tippet 1.2.1 und dem Convergence of Types Theo-
rem folgern, da jix als ein Maximum {iber eine unabhingig und identisch verteilte
Folge von Zufallsvariablen gegeben ist. O

Dieses Resultat ldsst sich bis auf einschliefilich der Grenze a = 1 fortsetzen. Ent-
scheidend ist dabei, dass in diesen Fillen der Faktor « — 1 < 0 ist, was das Vorzei-
chen der Singularitdt des Logarithmus’ in der Null umkehrt. Diese Erkenntnisse sind
nicht offensichtlich, da fiir Weibull-Modelle mit Formparameter a € ]2, 00| asympto-
tische Normalitdt des Maximum-Likelihood Schitzer gegeben ist, was in Subkapitel
3.2 genauer besprochen wird. Ein zentraler Begriff, um Maximum-Likelihood Schétzer
nicht-reguldrer Modelle zu behandeln, ist die Differenzierbarkeit im quadratischen Mittel.
So gilt unter Annahme eines verallgemeinerten Schrankensatzes, Konsistenz und In-
vertierbarkeit der Fisher-Information, dass lokale asymptotische Normalitdt vorliegt,
siehe [Van der Vaart, Theorem 5.39]. Dieses Resultat ldsst sich jedoch nicht auf das
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Weibull-Lokationsmodell anwenden, da fiir jede Umgebung eines yo € R beliebig vie-
le Parameter y innerhalb der Umgebung existeren, sodass x € RN mit p,,(x) > 0 und
pu(x) = 0 existieren. Damit existiert jedoch die Log-Likelihood Funktion nicht, was
die Theorie unanwendbar macht. Es gibt jedoch Losungen dieser Problematiken: Fiir
eine Behandlung des GEV-Modells siehe etwa [Biicher und Segers(a), Gleichung (2.2)]
fiir eine derartige Transformation der Log-Likelihood Funktion, dass die Singularitét
log(0) nicht mehr auftritt. Dabei wird jedoch unter anderem fortgeschrittene Empiri-
sche Prozess-Theorie genutzt, sodass wir dies an dieser Stelle nicht weiter untersuchen.

1.2 Extremwerttheoretische Grundlagen

Die Extremwerttheorie ist der Teil der Stochastik, in welchem GesetzméfSigkeiten von
Maxima oder Minima von Familien von Zufallsvariablen erfasst werden. Laut [Da-
vid und Edwards] wurde durch zwei Artikel von Bortkiewicz, [von Bortkiewicz(a)]
und [von Bortkiewicz(a)], die fokussiertere Entwicklung der Extremwerttheorie durch
Arbeit seitens von Mises [von Mises] initiiert, welche erste Grundsteine fiir das be-
rithmte Fisher-Tippet Theorem, [Fisher und Tippet] legte.

Die klassische Extremwerttheorie betrachtet Dreiecksschemata A von zeilenweisen un-
abhédngig, im gesamten Schema identisch verteilten Zufallsvariablen X;,, und bezeich-
net mit M,, die Zufallsvariable max (X1, ..., Xun)-

Aufgrund des Fakts min(r;) = —max(—r;) fiir reelle Zahlen r; betrachtet man oh-
ne Einschrankung nur Maxima. Tatsédchlich ldsst sich fiir solche Schemata ein fast-
sicheres Konvergenzverhalten gegen den rechten Randpunkt der Verteilungen zeigen,
siehe A.2.3, was die Frage nach geeigneten Skalierungsfolgen stellt, sodass eine nicht-
triviale Verteilungskonvergenz stattfindet. Das Fisher-Tippet-Theorem prazisiert nun
die erstaunliche Tatsache, dass im wesentlichen nur drei verschieden Grenzverteilun-
gen fiir Maxima von Dreiecksschemata in Frage kommen.

Theorem 1.2.1 (Fisher-Tippet Theorem).
Sei A ein Dreiecksschema wie oben. Existieren normalisierende Folgen a,, > 0,b, € R derart,

dass die Verteilungskonvergenz

M LNy (1.2)
an

fiir eine nicht-degenerierte Zufallsvariable G gilt, so muss G schon einer generalisierten Ex-
tremwertverteilung GEV (u, 0, ) entsprechen, wobei y ein Lokations-, ¢ > 0 ein Skalen-
und ¢ > 0 ein Formparameter ist. Letzterer bestimmt, welcher speziellen Verteilungsfamilie G
angehort, siehe Abbildung 1.

Die Verteilungsklasse aus dem vorigen Resultat ist wie folgt erklart.

Definition 1.2.2 (Generalisierte Extremwertverteilung).
Fiir Parameter y,¢ € R, 0 > 0 ist die generalisierte Extremwertverteilung durch die
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1.2 Extremwerttheoretische Grundlagen

Verteilungsfunktion
0 ,6>0und x < -0/ +
1/¢
exp( +¢ ) JA+¢-(x—u)/ec>0und ¢ #0
GEV (u,0,¢) (x) :== ( )
exp( —) ,6=0
1 ,6<O0undx > —0c/¢+p

gegeben. Wir werden sie im Laufe der Arbeit durch GEV(y, o, ¢) abkiirzen.

Die Verteilungsfamilie ist eine Parametrisierung von drei Verteilungsfamilien, nament-
lich der Gumbel-Verteilung (¢ = 0), der Fréchet-Verteilung (¢ > 0) und der (negativen)
Weibull-Verteilung (¢ < 0).

Die wichtigen Momente sind fiir eine GEV (1, 0, ) —verteilte Zufallsvariable G durch

pto ML w0, <

E[G]= { u+o¢ ,E=0 (1.3)
00 E>1
o2 . 1“(1725)521"2(17@) EA£0, E<1
Var(G) = § 222 ,E=0
o0 ,E>1/2

gegeben.

In dieser Arbeit werden wir uns lediglich auf die Weibull-Verteilung beziehen, sodass
wir an dieser Stelle lediglich die klassische Parametrisierung dieser angeben.

Diese ist fiir Parameter b € R, a,« > 0 durch die Verteilungsfunktion

Wei(b, a,a) := {exp( (—"T’b)a) ,x <b

1 ,x>b

definiert und wir werden sie dementsprechend mit Wei(b, a, «) abkiirzen.

In Abbildung 1 sind Dichten der GEV (y, 0, {) —Verteilung fiir verschiedene Werte
von ¢, und im Falle der Gumbel-Verteilung von ¢, angegeben. Man erkennt, dass die
Gumbel-Verteilung die ganze reelle Achse als Trager hat, wohingegen er im Fréchet-
Fall |y, oo[ und im Weibull-Fall | —oo, y[ ist. Insbesondere ist interessant, dass ab § < —1
die Weibull-Dichte nicht mehr stetig in den rechten Randpunkt u hinein verlauft.

Es ist nititzlich eine konkrete Umrechnungsformel fiir die beiden Parametrisierungen
der Weibull-Verteilung anzugeben, da sie in dieser Arbeit noch von Nutzen sein wird.
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1.2 Extremwerttheoretische Grundlagen

Dichte(n) der generalisierten Extremwertverteilung

Fréchet-Typ Gumbel-Typ Weibull-Typ
1.0

0.3
0.5

0.0 0.0

0 a 8 -5 0 5 10 -5 0 5 10

Skalenparameter o: — 1 -- 2 -1 —-01—01—1

3 -
Formparameter §: 02 —0 — 02

Abbildung 1: Dichte der GEV (u, 0, &) — Verteilung fiir verschiedene Formparameter und im
Fall der Gumbel-Verteilung verschiedene Skalenparameter. Der Lokationsparameter ist als Null
fixiert.

Bemerkung 1.2.3 (Umrechnung Weibull-Parametrisierung).
Seiena,c,a >0, b,y € Rund ¢ < 0. Dann gelten

GEV (p,0,8) =Wei(p—0/¢,—0/8,—1/¢)
Wei (b,a,a) = GEV (b—a,a/a,—1/x).

Beweis. Wir zeigen nur die erste Umrechnungsformel, da die zweite dhnlich zu bewei-
sen ist. Zundchst renotieren wir

-1/¢ -1/
- X P SN (N O e V4 9)
exp( <1+§ 5 > )—exp( ( ey /
sodass wegen der Aquivalenz von 1+ &(x — u)/c > 0 und x < u — /¢ die erste
Gleichung folgt. O

Das Fisher-Tippet Theorem nimmt also fiir das Maximum eine dhnliche Rolle ein
wie der zentrale Grenzwertsatz von Lindeberg-Feller fiir die Summe von Zufallsvaria-
blen. Angebrachter erscheint jedoch der Vergleich mit dem Begriff im weiteren Sinne
(a—)stabiler Verteilungen, welche unter verschobener und reskalierten Faltung abge-
schlossen sind. So existiert ein Resultat wonach die Qualifikation einer Verteilung als
Grenzwert einer normalisierten Summe von unabhingig und identisch verteilten Zu-
fallsvariablen gleichbedeutend zu der Stabilitdt der Verteilung ist, [Feller, S. 170 ff.].
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1.2 Extremwerttheoretische Grundlagen

Das fiir die Maximumoperation analoge Resultat lautet nun, dass eine Verteilung ge-
nau dann max-stabil ist, wenn eine reskalierte Verteilungskonvergenz der Maximums-
folge stattfindet, [Leadbetter, Lindgren und Rootzén, Theorem 1.3.1]. Uber letztere
Charakterisierung ldsst sich auch das Fisher-Tippet Theorem beweisen, indem genau
diese max-stabilen Verteilungen charakterisiert werden. Im Gegensatz zu dem zentra-
len Grenzwertsatz enthélt das Fisher-Tippet Theorem keine hinreichende Bedingungen
dafiir, dass eine Verteilung F im Max-Anziehungsbereich von GEV (y, 7, {) liegt. Das
heifit es existieren normalisierende Folgen a, > 0,b, € R, sodass die Konvergenz in
(1.2) gegen eine generalisierte Extremwertverteilung gilt, liegt. Dies ist jedoch fiir alle
drei Typen untersucht und charakterisiert, wobei dabei die Begriffe der requliren fiir
die Fréchet, Weibull Anziehungsbereiche und Pi- beziehungsweise Gamma-Variation
fir den Gumbel Anziehungsbereich entscheidend sind, siehe [Resnick, S. 54 ff., 59 ff.,
38 ff.].

Wie in den statistischen Grundlagen 1.1 angesprochen, ist die Identifizierbarkeit ei-
nes statistischen Modells grundlegende Voraussetzung, um Inferenz zu betreiben. Wir
weisen sie fiir das GEV-Modell nur im Weibull-Fall nach. Die anderen Félle lassen sich
dhnlich behandeln.

Lemma 1.2.4 (Identifizierbarkeit des GEV-Modells).
Sei P das aus X, ..., Xy unabhingig und identisch nach GEV (u, o, {) —verteilten Zufalls-
variablen hervorgehende Produktmodell, wobei y € R, 0, ¢ > 0. Dann ist ‘P identifizierbar.

Beweis. Nur fiir den Fall ¢ < 0: Wir nutzen Lemma 1.1.31, Korollar 1.1.33 und Lemma
1.1.35, da GEV (b, a,¢) die Lokations- und Skalenerweiterung von GEV (0, 1, ) ist.
Seien a > 0,¢1,82 < 0,b € Rmit GEV (0,1,&1) = GEV (b,a, ) gegeben. Es gilt daher
auf dem Trdger beider Verteilungen

exp(—(1+81x) /3) = exp (— <1 I )_l/§2> ,

a

also insbesondere 1 + &x = (1 + & (x — b)/a))%/%. Differenzieren wir beide Seiten
nach x, so folgt & = &1 /a- (14 &(x — b)/a))51/%~1. Damit die rechte Seite konstant
in x sein kann, muss also der Exponent Null sein, was ¢; = &, impliziert. Es folgt also
GEV (0,1,¢1) = GEV (0,1,¢2) , sodass nach Korollar 1.1.33 die Typenfreiheit folgt.

Die Identifizierbarkeit von GEV (0,1, ) folgt aus dem gerade gefiihrten Beweis.  [J

In dieser Arbeit werden wir jedoch den Rahmen der klassischen Extremwerttheorie
verlassen und Zeitreihen betrachten, die nicht (strikt) stationir sind.

Definition 1.2.5 ((reellwertige) Zeitreihen).
Fiir eine nicht-leere Indexmenge T, welche man sich als Zeit vorstelle, heifst ein sto-
chastischer Prozess

teT teT

(Xt)ter: (0 A) — (HRd,®B(Rd)> ;o w = (Xp(w))eer
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1.2 Extremwerttheoretische Grundlagen

Zeitreihe.
Eine Zeitreihe heifst (strikt) stationar, falls fiir alle t1,...,t, € T,n € N und T € R mit
t; + 7 € T die Mafigleichheit

]I)(Xz1,~~~/th) —_ ]I)(Xt1+r,~~~,th+r)

gilt. Dies impliziert insbesondere, dass die Gleichheit X; = X; in Verteilung fiir alle
s, t € T besteht.

So lasst sich die klassische Extremwerttheorie in den Rahmen unabhéngiger und sta-
tiondrer Zeitreihen einbetten. Verlassen wir jedoch diese Umgebung der Stationaritét,
gilt im Allgemeinen nicht einmal die Konvergenz des Maximumsprozesses gegen den
rechten Randpunkt, siehe A.2.3, da es keinen eindeutigen rechten Randpunkt geben
muss.

Beispiel 1.2.6.

Sei (X,)n eine unabhingige Zeitreihe. Es seien fiir ein festes N € IN die ersten N
Zufallsvariablen Xj, ..., Xy nicht-degeneriert. Zusétzlich besitzen sie denselben rech-
ten Randpunkt xj und die darauffolgenden Zufallsvariablen haben die rechten Rand-
punkte x7, wobei sup;_ \; x7 < x7.

Dann konvergiert die Zufallsvariable M, := max(Xj, ..., X,) nicht stochastisch und
damit insbesondere nicht fast-sicher gegen einc € RU { o0 } .

Beweis. Wir zeigen dies durch eine Fallunterscheidung, wofiir ¢ € R der Kandidat und
e > 0 fest sei.
Fall ¢ < x7: In diesem Fall gilt

P{|M,—c|<e} =1-P{|M,—c|>e}
<1-P{X;—c>e}=1-P{X; >e+c}<1,
nach der Definition des rechten Randpunktes fiir ¢ nahe Null. Da diese Ungleichung
gleichmaflig in n ist, folgt die Behauptung fiir diesen Fall.
Fall ¢ > x7, x] < oo:
P{|M, —c|<e} =P{c-—M,<e}
=1-P{M,<c—¢e}<1-P{M, <x7}=0,

fiir ¢ nahe Null, wobei die letzte Gleichheit aus der Voraussetzung sup;_,;x; = x]

5=
folgt.
Fall ¢ = x7, x] < oo:

P{|M, —x;| <e} =P{xi— M, <e} = P{M, > x| —¢}

N
=1-P{M, <x{—e}=1-J[P{X;<xf—¢e}<1
i=1
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1.2 Extremwerttheoretische Grundlagen

gleichmaflig in n fiir kleine ¢, wobei die vorletzte Gleichheit gilt, aufgrund der Vor-
aussetzung sup;. y¥; < x] und die obere Schranke aus der Annahme der nicht-
Degeneriertheit der Xj, ..., Xy folgt.

Fall c = x7, x] = oo: Wir zeigen, dass fiir grofle K € IN der Grenzwert lim,, P{M,, > K} <
1 gilt, sodass M,, nicht in Wahrscheinlichkeit gegen unendlich konvergiert. Sei dafiir
ohne Einschrankung K > sup;_ \ X} :

P{M, > K}=P{My >K}=1-P{My < K}< 1

fiir K derartig gro3, dass [ ;< P{X; > K} > 0, was aufgrund der Fallannahme xj = co
garantiert werden kann. O

Das Beispiel zeigt, wie der Grad von verschiedenen Randpunkten innerhalb der
Zeitreihe grofien Einfluss auf das Konvergenzverhalten der maximalen Zeitreihe nimmt.
Selbst wenn jedoch stochastische Konvergenz vorliegt, folgt nicht ohne Weiteres die
fast-sichere Konvergenz, was wir im nédchsten Kapitel bemerken werden.
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2 Asymptotische Resultate iiber die Verteilung Maxima von
nicht-stationaren Dreiecksschemata

In diesem Kapitel werden wir zwei Grenzwertsdtze iiber die asymptotische Vertei-
lung von reskalierten Maxima nicht-stationdrer unabhingiger Zeitreihen vorstellen
und beweisen. Diese entstammen dem Artikel [Stein]. Motiviert sind diese Resulta-
te von jahrlichen Maximaltemperaturuntersuchungen. Dabei werden drei Annahmen
an die Temperaturen gestellt, welche die stochastische Behandlung ebenjener ermog-
lichen.

2.1 Rahmenbedingungen

Zunichst werden Eigenschaften an die Temperaturen gestellt, welche eine asymptoti-
sche Untersuchung ermoglichen.

Annahme 2.1.1 (Temperatureigenschaften).
1. Jeder Tag des Jahres besitzt eine endliche Temperaturschranke.
2. Die kleinste obere Schranke verdndert sich glatt wahrend eines Jahres.

3. Im Laufe des Jahres nimmt die kleinste obere Temperaturschranke ein eindeuti-
ges globales Maximum an.

Die ersten beiden Bedingungen sind leicht zu motivieren, wohingegen die dritte Be-
dingung innerhalb mancher Regionen nicht erfiillt sein mag, aber dennoch fiir den
Grofsteil wohlmotiviert ist.

Damit die Glattheitsbedingung aus 2.1.1 erfiillt werden kann, miissen wir zumindest
asymptotisch eine Dichtheit der Beobachtungspunkte in R garantieren, da sonst der
Begriff der Differenzierbarkeit nicht wohldefiniert wiare. Sinngebend ist daher eine
Modellierung mittels eines Dreiecksschemas von Zufallsvariablen

Xi,n:Q—>]R,w+—>Xz-,n(w) 1<i<n, neN,

das heif3t
A={X;,: 1<i<n neN}

Man beachte, hier werden noch keine Forderungen an die Zeilen des Schemas gestellt,
sodass die Zufallsvariablen im Allgemeinen nicht identisch verteilt und abhédngig sein
konnen. Erweiterungen auf schwache Formen der Abhédngigkeit werden in Bemer-
kung 2.2.15 angesprochen.

Ohne Einschrankung nehmen wir wegen 2.1.1 an, dass X;, € [0,1] gilt, da wir sonst
mittels minimaler und maximaler Temperatur reskalieren wiirden. Die Asymptotik
des Dreieckschemas A ldsst sich fiir grofSe n als approximative Verteilung von Jahres-
temperaturmaxima sehen, wobei die Anzahl an Messungen als 7 interpretiert wird.
Dies ldsst sich in den Zeitreihenrahmen wie folgt einbetten: Man reparametrisiere

25



2.2 Erste Asymptotik zeilenweiser Unabhingigkeit

{(@i,n):1<i<mn,nelN} mittels (i,n) — i/n zu der total geordneten Zeitpunkts-
menge T, = {i/n:1<i<mnneIN}. Fir die Grenzwertbildung in n erhilt man
somit T := Uyen{i/n:1<i<n,ne€N} =]0,1] und den linken Endpunkt werden
wir mittels Zeitstetigkeitsannahmen einschliefSen kénnen.

Definition 2.1.2 (Randpunktsfunktion).
Die Abbildung
u:[0,1] —[0,1], % — sup {x €[0,1]: P{X;, < x} <1}

heifist Randpunktsfunktion. Dabeisei 1 <i < n, n € IN und wir fordern die Stetigkeit
von u, wobei wir fiir irrationale Punkte u mittels Approximation stetig fortsetzen. Man
beachte, dass wir hier stillschweigend die Irreduzibilitdt von i/n fordern, da sonst
anschaulich selbe Zeitpunkte unterschiedliche Randpunkte hitten beziehungsweise u
nicht wohldefiniert wére.

Die Randpunktsfunktion u setzt Annahme 2.1.1 partiell um. In den zwei Asymptotiken

setzen weitere Forderungen an u die Annahmen vollstandig um.

2.2 Erste Asymptotik zeilenweiser Unabhingigkeit

Folgende Forderung setzt auf eine Art die Annahme 2.1.1 um.

Bedingung 2.2.1 (Bedingung an u in der ersten Asymptotik).

Die Randpunktsfunktion u habe eine stetige zweite Ableitung u” und nehme ein
eindeutiges globales Maximum u €[0,1] im Punkt yo €]0,1[ an, wobei zusétzlich
u"(y,) < 0 gelte.

Das Erzielen von asymptotischen Resultaten erfordert noch Annahmen an die Ver-
teilungen der X;,; im Engeren: wie sich die Zufallsvariablen nahe ihrer Randpunkte
verhalten.

Bedingung 2.2.2.
Es existieren positive Funktionen S: ]0,00[x[0,1] — R, a: [0,1] — R" derart, dass

P{X;, >u(i/n)—t}=S(t,i/n)- i/m s
fir kleine t erfullt ist.

Bedingung 2.2.3.
Es existieren positive Konstanten cy, ¢, dergestalt, dass fiir y nahe yo

la(y) —a(yo) [ <er- |y —yo[* 2.1)

gilt.
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2.2 Erste Asymptotik zeilenweiser Unabhingigkeit

Diese Bedingung lasst sich als eine Verallgemeinerung der lokalen Holderstetigkeit in
Yo sehen, da letztere in den meisten Fallen lediglich Konstanten ¢, €]0, 1] zuldsst, was
in folgender Tatsache begriindet liegt.

Bemerkung 2.2.4.
Funktionen «: [0,1] — R welche (2.1) fiir beliebige yo €[0, 1] mit c; > 1 erfiillen, sind
konstant.

Beweis. Sei x €]0,1][. Es gilt fiir kleine & mittels (2.1) und c; — 1 > 0:

a(x+h) —a(x)
h

<o |n|*t o,

womit « auf |0, 1] differenzierbar mit Ableitung &’ = 0 ist. Der eindimensionale Mit-
telwertsatz der Differentialrechnung liefert, dass « auf ]0,1] konstant ist und die Ste-
tigkeit setzt dies auf den Rand fort. O

Die Bedingung 2.2.2 umfasst also in yo lokal Holder-stetige Funktionen und jene, die
ein Extremum in yg besitzen.

Definition 2.2.5.
Eine Abbildung f: [0, oo heifit reguldr variierend in 0 mit Index p, falls

. f(t-A)
1t1¢r(1)1 10 =A’, A>0.

Im Falle p = 0 spricht man auch von langsamer Variation in 0.

Die regulédre Variation in 0 steht in einem engen Zusammenhang mit der klassi-
schen reguldren Variation (im Unendlichen), siehe Appendix A.2.7 und A.2.8 fiir die
Definition und eine unvollstindige Liste an Eigenschaften.

Bemerkung 2.2.6.
Eine Abbildung f wie oben ist genau dann reguldr variierend in Null mit Index p,

wenn die Abbildung

1
Xy

f(3)

®R=

reguldr variierend mit Index p ist.

Beweis. Dies erkennt man unmittelbar aufgrund folgender Gleichheit fiir A > 0 :

i JG) i (FAD)
e fip) o\ f()
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2.2 Erste Asymptotik zeilenweiser Unabhingigkeit

Bedingung 2.2.7.

Es existieren Funktionen Sp: [0,00[— R™ und h: [0,1] — R*, wobei Sy langsam va-
rilerend in 0 und h stetig sei. Zusédtzlich gelte folgende Konvergenz gleichmiflig in
y €[0,1]:

S(ty) _
ms h(y). (2.2)
Die zentralen Theoreme in diesem und dem nédchsten Abschnitt beschiftigen sich
mit dem Fall, dass A ein Dreiecksschema zeilenweise unabhéngiger Zufallsvariablen
ist. Da wir in unserem Modell explizit erwirken, dass die Zufallsvariablen nicht iden-
tisch verteilt sind, ist die klassische Extremwerttheorie nicht anwendbar. Das Hilfsmit-
tel in dieser Situation ist die Poisson-Approximation, siehe Appendix A.2.5.
Zunichst geben wir einige Vorbemerkungen und Notationen.

Bemerkung 2.2.8.

Wir setzen ag := a(yo) und H(t) := So(t) - t*0+1/2, sodass mittels Appendix A.2.8 H
reguldr variierend in 0 mit Index ag + 1/2 ist.

Es sei zusatzlich H(-) strikt monoton. Nach Appendix A.2.8 ist die dann existierende
Inverse H ! regulér variierend in 0 mit Index (ap +1/2)~! =: p.

Wir definieren zuletzt notationsvereinfachend H,, := H~'(1/n).

Die Strategie ist es nun, die Voraussetzungen einer Poisson-Approximation, siehe
Appendix A.2.5 zu verifizieren, wobei wir an der stabilisierten Grenzverteilung von
M,, interessiert sind. Damit wir den Kontext einer Poisson-Approximation erreichen,
definieren wir :

Bi,n = jl{Xl',n > Uug — XHn} und S, := ZBZ',”.
i=1
Dann sind die B;, Bernoulli-verteilte Zufallsvariablen, welche zeilenweise unabhén-
gig sind. Um die zwei Voraussetzungen der Poisson-Approximation A.2.5 zu zei-
gen, werden wir einige Hilfslemmata formulieren. Bevor wir dies tun, erinnern wir
an die Betafunktion. Der Parameter der Poisson-Grenzverteilung ist von komplizier-
terer Gestalt, sodass wir hier erneut einige abkiirzende Schreibweisen einfiihren. Sei
§:=(—=2/u(yo)")"?, was wegen 2.2.1 wohldefiniert ist und

C :=2%"Y25p(y0) Beta (ag + 1, a9 + 1)
mit der klassischen Betafunktion
Beta (x,y) := /01 11— t)¥"1dt, Re(x) A Re(y) > 0.
Wir werden in den Beweisen sehen, dass ¢ aus einer Entwicklung von u um yo natir-

lich auftritt und C als Wert einer limitierenden Reihe auftaucht. Nun formulieren wir
das Theorem, vergleiche [Stein, Theorem 1].
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2.2 Erste Asymptotik zeilenweiser Unabhingigkeit

Theorem 2.2.9 (Erster Grenzwertsatz fiir Maxima nicht-stationdrer Zufallsvariablen).
Unter den Bedingungen 2.2.1,2.2.2, 2.2.3 und 2.2.7 gilt in der Situation aus Bemerkung 2.2.8
M,

—Up d “1/(ag+1/2) 1 “1/(ao+1/2) 1
_— GEV _C 0 ’ C 7 .
H, n—»o0 < ao+1/2 ag+1/2

Die erste Voraussetzung der Poisson-Approximation aus A.2.5 ist einfacher nachzu-
weisen:

Lemma 2.2.10.
In derselben Situation wie in Theorem 2.2.9 gilt

lim max P(X;, > up—x-H,) =0, x>0. (2.3)

n—eo 1<i<n

Beweis. Zunachst zeigen wir, dass H, 50:
Mit den aus dem Darstellungssatz von Karamata folgenden Schranken fiir reguldre
Variation, siehe Appendix A.2.8, erhalten wir fiir 0 < § < p und grofse n

nf=0 < H1(11/n) < nf*°,  und damit
1\p—9 1 1\p+o
) zEam = (5)

sodass eine Grenzwertbildung in n auf beiden Seiten in 0 resultiert und

lim H, = lim H'(1/n) =0

n—oo n—oo

impliziert.

Die Bedingung 2.2.1 und xH,, — 0 erwirken, dass sich im lim max-Ausdruck der
Quotient i/n dem maximalen Argument yo annéhert.
Da u( eindeutiges Maximum der Randpunktsfunktion ist, ldsst sich abschétzen:

lim max P(X;, > uo—x - Hy)
n—o0 1<i<n

< lim max P(X;, > u(i/n) — xHy)

n—0o01<i<n

= lim max S(xH,,i/n)(xH,)*"

n—e0 1<i<n

= lim max 7S(an,z/n)

a(i/n)—a(yo) (o)
n—o00 1<i<n So(an> SO(xH")(an) (XHH)

_ . S(xHy,i/n)
< «(yo) Skl AL
< lim So(xH,)(xH) Jlim X 5 (e
=0- h(]/()) = 0,

wobei die erste Gleichheit aus 2.2.2 und die zweite Gleichheit aus zwei Eins-Multiplikationen
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2.2 Erste Asymptotik zeilenweiser Unabhingigkeit

(man beachte Sy ist positiv) folgt. Die letzte Ungleichung nutzt aus, dass (xH,) wegen
des ersten Schrittes und «(i/n) — a(yo) wegen (2.1) fiir grole n klein werden, sodass
der Potenzausdruck grofizligig gegen 1 abgeschitzt werden kann. Final wird bei der
vorletzten Gleichheit verwendet, dass So(-)(-)*%0) reguldr variierend in Null mit posi-
tivem Index ist und fiir den rechten Faktor wurde die Bedingung 2.2.7 angewandt. []

Die folgenden Lemmata dienen dem Nachweis der zweiten Voraussetzung der Poisson-
Approximation.

Lemma 2.2.11.

Sei f: [a,b] — R eine C*([a,b]) Abbildung, die ein eindeutiges Maximum M im Punkt xg
annimmt und f" (xo) < 0 erfiille.

Dann gibt es fiir Nullfolgen a,, > 0 einen Index N € IN ab dem

FHIM = ay,00[) =12y, 33,

wobei xo € |x}, x2], fiir alle n > N gilt.

Dies bedeutet anschaulich, dass nur innerhalb einer Umgebung vom Maximum sich
diesem auch beliebig angendhert werden kann. Es kann also nirgendwo eine Kon-
vergenz gegen M stattfinden. Man beachte, dass dabei die Beschranktheit wichtig ist.
Andernfalls denke man exemplarisch an ein M — 1/x Verhalten fiir x — oo.

Beweis. Zunichst wihlen wir (beziiglich Mengeninklusion) maximale x] < xp und
x5 > xo mit
f/

was moglich ist, da sonst das Maximum M nicht eindeutig wiére.
AnschlieBend wihlen wir maximale x{ < xp und x} > xo derart, dass

f//

. . !
ol > 0 beziehungsweise f th,xé] <0,

W\ (x0) <0

erfiillt ist, wobei die Existenz solcher Punkte gesichert ist, da f”(xp) < 0 gilt und die
zweite Ableitung stetig ist. Wir setzen U := |x{, x)[ N ]x], x5[ und bemerken, dass U
sowohl offen ist als auch xy enthilt. Da U als Schnitt zweier offener Intervalle selbst
ein offenes Intervall ist, schreiben wir es als |x1, x2[. Wegen der Stetigkeit von f und
Kompaktheit von [a,b] \ U folgt fiir ein ¢ > 0

x:{;;}})\uf(m) —flx) = xerfiﬁ]’iuf(x°> —flx)ze>0,

wobei die Positivitdt aus der Eindeutigkeit des Maximums folgt.
Wihle nun ein N mit a,, < ¢ fiir alle n > N, sodass fiir x ¢ U

f(x) = f(x0) + f(x) = f(x0) < f(x0) =& < f(x0) — an

und damit U° N f~1(]M — a,, [) = @ gilt. Wir haben also eine Monotonieumgebung
U von xo gefunden auflerhalb der Elemente nicht in der Zielmenge liegen kdnnen.
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2.2 Erste Asymptotik zeilenweiser Unabhingigkeit

Die Aussage folgt nun daraus, dass wegen der Stetigkeit von f in einer Umgebung
von x( die Funktion f von unten durch M — a, beschrankt werden kann. Man beachte,
dass diese Umgebung natiirlich von n abhangt. O

Lemma 2.2.12.
In derselben Situation wie in Theorem 2.2.9 gilt

n
lim Y P(X;, > ug—x-Hy) = Cx*™/2, x>0 (2.4)
n—oo i—1

Beweis. Wir fixieren x > 0,¢ € ]0,1/2[ und definieren v,(y) := u(y) — uo + xHy, so-
dass v, (yo) = xHy, > 0 und {y : v,(y) > 0} = v, 1(]0, o[) offen ist. Tatsachlich ist die
Menge sogar fiir grofie n ein Intervall, da nach dem Beweis von Lemma 2.2.10 xH,
eine Nullfolge ist und wir daher Lemma 2.2.11 anwenden kdnnen.

Definiere y1,, Y2, durch v,1(]0,00[) = |v1,, v2,[. Auf dieser Menge gilt mittels Bedin-
gung 2.2.2 und einer Nulladdition

P (X;,, > to — xHy) = S(va(i/n),i/n) - v,(i/n)*0/™), (2.5)
Fiir grofe n sei |y}, 5, das Intervall v, ! (JexH,, oo[).

Schritt 1: Wir zeigen, dass eine in ¢, n gleichmiflige Konstante K existiert, weswegen
fiir grofse n

Y. P(Xiu>uo—xHy) A Y P (X > ug—xHy,) < Ke (2.6)

i>ny;, i<nyj,

gilt. Dies erlaubt es also, uns im Asymptotischen auf die Indexmenge
I, :={i € N : ny;, <i < ny;,} zuriickzuziehen, da wegen (2.6) die komplementéren
i keinen Beitrag liefern, denn ¢ darf beliebig klein werden und K ist gleichméfig in n.

Wir zeigen nur die erste Abschdtzung aus (2.6). Die zweite folgt vollig analog, da
nur symmetrische Abschdtzungen genutzt werden.

Fir grole n und i > nyy, gilt nach Definition 0 > v,(i/n) = u(i/n) —uo + xH,,
sodass u(i/n) < uy — xH,, was nach Definition des rechten Randpunktes gerade
P (X;, > ug— xH,) = 0 bedeutet. Dies und die Bedingungen 2.2.1, 2.2.2 liefern da-
her

Y P(Xin>uo—xHy) =}, P (Xin>uo—xHy)
i>ny;, nys, <i<nya,
1 ) , (2.7)
< )Y P(Xju>u(i/n)—xH,) = ) S(xH,,i/n)(xH,)*/m).
Y0 SESHY 2 1Y, SESHY

Da u( das eindeutige globale Maximum ist, folgt y1, —, Yo <= y2u, sodass auf letzter
Indexmenge fiir grofie n der Quotient i/n nahe vy ist.
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2.2 Erste Asymptotik zeilenweiser Unabhingigkeit

Aus der gleichméfiigen Konvergenz in (2.2) und wegen der Stetigkeit von « in y folgen
die Konvergenzen

S(xHy,i/n)
So(an) n—

= h(yo), «(i/n) —2 %

Obiges in (2.7) eingesetzt und die langsame Variation von Sy in der Null liefern

Y P (Xiu > ug — xHy) < 2h(y0)So(Hy) max(L,x)* Y Hs /M. (2.8)

izny;n nyZn SiSHyz,,

Um die Summe abzuschitzen, Taylor-entwickeln wir die Randpunkte der Intervalle
um Yo.
Es gilt wegen der Stetigkeit von u und 2.2.1

. u// " .
exHy, = vn(y3,) = xHy + (2(: )(yzn - yo)z (2.9)

fiir ein ¢, € |yo,y5,[, wobei eine Taylorentwicklung von v, um yo mit dem Lagran-
ge’schen Restglied genutzt wurde. Die zweite Ableitung u” ist stetig, sodass wegen
Y5, — Yo — man beachte, dass oben v, — yo gezeigt wurde und y;, < y», gilt — be-
reits u”’ (&) = u"(yo) + o(1) folgt. Wegen 6> = —2/u" (y9) und dem Vorangegangenem
erhalten wir mittels (2.9)

Vo — 0 = /(1 — )xHu(82 +0(1)) = 61/ (1 — e)xH, + o(HY2).

Das heif3t i3, = yo + 6+/(1 — e)xH, + o(H}/?) und analog erhalten wir:

Vi, =vo—0y/(1—¢)xH, + o(H}/z), Yin = Yo — 0/ XxH, + O(H%/Z) und
You = Yo + 0v/xH, + o(H}/?). Damit folgt fiir grofle n

0 < you — Y3, < 6VxH,(1— /1 —¢) +0(HY?) < edv/xH,,
dal—e<y1l—e

Demnach lisst sich die Summe in (2.8) wie folgt abschétzen:

Y H, 0 < g8\ /xHnHy ™o/ 00 €0 g (2.10)

i€y

wobei [, :={i: ny;, <i<nymu}.

Um die Konvergenz von H,' in{a(i/n)=u0: i€]u} gegen 1 zu zeigen, nutzen wir die lokale
Holder-Stetigkeit von a in 1o, die regulére Variation in Null von H~! zum Index p und
eine Regel von de L'Hospital.

Zunichst gilt fiir kleine g >0 wegen der Schranken fiir regulédr variierende Funktio-
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2.2 Erste Asymptotik zeilenweiser Unabhingigkeit

nen aus A.2.8, dass

log Hrrlnin{(x(i/n)—ocg: i€l }

< |min{a(i/n) —ao: i € Ju}- (0 +¢)log(1/n)|.

Der erste Faktor kann mittels lokaler Holder-Stetigkeit, der Entwicklung von y», und
der Variation gegen

|min{a(i/n) —ag: i € Jo}| < mi]ncl |i/n—yo|?
1€ )n

< 1|y —yo|? < 1| (0)Vx|? - HE?
<c- (1/,1)(9*8’)-@/2

abgeschitzt werden. Beide Abschdtzungen gemeinsam resultieren in Verbindung mit
einer Anwendung von L'Hospital in der Konvergenz des log — Ausdrucks gegen Null,
was seinerseits wegen der Stetigkeit der Exponentialfunktion die Zielkonvergenz zeigt.

Dies in (2.10) eingesetzt liefert

2 Hnoc(i/n) < 4£5x1/2nHﬁ0+1/2/
i€]n

was wegen So(H,) - HY™2 — H(H1(1/n)) =1/n in Verbindung mit (2.8)

1
Y P (Xjn > u—xH,) < 8h(y0)5ngsx1/2 max{1,x}*® =: Ke

iznys,

und damit das Gewiinschte ergibt.
Fiir groBe n mit i < ny, verlauft wegen IP (X;,, > up — xH, ) = 0 der Beweis analog.

Schritt 2: In diesem Schritt zeigen wir

lim E P (X;, > ug— xH,) = Cx™+1/2,

n—00 |
i€l

Erneut zeigen wir nur eine Ungleichung, hier fiir den Limes superior, da die untere
Abschitzung fiir den Limes inferior analog mittels symmetrischer Argumente folgt.

Initial gilt

oali a(i/n) / a(i/n)—a

o (i/m)" (ann(l/n)) o
vy (i/m)% H,

Auf I, wird gerade die Beziehung v, (i/n) > exH, erfiillt, sodass der rechte Quoti-

ent von der Null weg beschrankt ist. Wie im ersten Schritt folgt nun mittels Loga-

rithmieren und Ausnutzen der vorher etablierten Eigenschaften die Konvergenz des
Ausdrucks gegen 1.
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2.2 Erste Asymptotik zeilenweiser Unabhingigkeit

AuBlerdem kénnen wir v,(i/n) auf I, durch exH, und xH, einschniiren, weswegen
der Satz von der lokal gleichméfiigen Konvergenz fiir reguldre Variation, siehe A.2.8,
und die Bedingung 2.2.7

S(oa(i/n),i/n) _ S(va(i/n),i/n) So(va(i/n)) 1 h(yo) _ 4
So(Hn)(yo) So(va(i/n))  So(Hu) h(yo) n—e h(yo)
generieren.

Die Gleichung (2.5) und beide Konvergenzen gegen 1 ergeben
Y P (Xin > ug—xHy) = Y_ S(va(i/n),i/n) - 0, (i/n)/m)
i€ly i€y
-y S(vn(i/n),i/n) va(i/n)" a(i/n)
ict, So(Hn )h(yo) Z)n(l/n)”‘0
<(1+¢)%So(Hy)h(yo) Y va(i/n)*

i€l,

- So(Hy)h(yo)v, (i/n)* (2.11)

Die Summe werden wir nun mit einem Integral in Verbindung bringen, woraus auch
letzlich der Betafunktionsanteil entsteht.

Wegen i € I, gilti/n €[y;,, y3,], sodass sich mittels vorangegangener Entwicklungen
(i/n —yo)? = 6°xHy(1 — &) + o(H,) ergibt. Damit bestimmen wir die Taylorentwick-
lung von v, (i/n) um y als

v, (i/n) = xH, + u"(zén (Z y0>2

n
u//(

=xH, + ((52xH 1—¢)+0(Hy))

= Hy (ex +0(1) +0(1)?) < Hy(1+¢)"/% (ex 4+ 0(1))
=(1+¢)l/m (an + (e —1)xH, + 0o(Hpy))

(1+s)1/"‘0<xH + ”(zyo) (52an(1—e)+o(Hn)))

= (1+¢)/% (an + ”//(2%’) : <; - y0>2> .

Die Beziehung (2.12) resultiert in

(2.12)

L&)

" ; 2
Y ou(i/n) < (1+¢) Y (an+ - (2-‘/0) : (; —yo> ) (2.13)

i€l i€l

Wir setzen abkiirzend f(i) := f(i/n) := (xH, + u"(y0)/2- (i/n — y0)?)* > 0 auf der
Menge I, = LUL =: {i: nyj, <i <nyo}U{i: nyo < i < ny;,} und nehmen ohne
Einschrankung an, dass die Randpunkte und yp mit n multipliziert keine natiirlichen
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2.2 Erste Asymptotik zeilenweiser Unabhingigkeit

Zahlen sind. Dabei wird die Abhéngigkeit der I; von 7 in der Notation unterdriickt.

Unter dieser Notation ist fauf I; strikt isoton und auf I, strikt antiton und wir zerle-
gen die Summe in ihre Monotoniebereiche. Es gilt fiir den ersten Bereich:

Y fiy= Y Fi)+ f(lnyo))

iel icly, i<[nyo]
i1 ~ (o) s ~
< L. [ Fyas + Flyol) = (;1 f(5)ds+mol)  @ag
iel,i<|nyo| ’* i
. Lnyo] /n | nyo |
O ()

Ziel ist es

Yo |nyo|/n
/yj f(s)ds — ! f(s)ds

In [nyi, ] /n

zu zeigen, da dann mittels einer Nulladdition

<e / " £(s)ds (2.15)
Y

[nyo] /n
[ny;, ] /n

flo)ds < (1+¢)- | " £(s)ds

*
Yin

gelten wiirde. Der Storsummand in (2.14) lasst sich zuletzt als asymptotisch vernach-
lassigbar identifizieren.
Dazu vergleichen wir Konvergenzraten. Wir beachten zunichst aufgrund der Isotonie

Einerseits gilt fiir ¢ > 0 klein genug

f(“lyjm)l/“o:f< 1n+0( 11€/>>1/a0

—xH, +”U(2y°) ((an)m( o(1) - 5\/@+o< 11 £>>>

=xH,(1—(1—¢)+o0(1)) =exH, +0(1),

wobei (xH,) /20(n~(1-¢)) = 0(1), da wegen der Tatsache H~' € RVy(1/(xp 4 1/2))
fiir gentigend kleine ¢

g-1/2 1 —(1/(2ao+1)+¢€' /2)+1—¢ 1 200/ (200+1)—3€' /2
(5) - () =i

n . <
nl-¢ — n n—00

folgt. Damit erhalten wir d, < (xH,)*/n(1+ " 4 0(1)).
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2.2 Erste Asymptotik zeilenweiser Unabhingigkeit

Andererseits ergibt sich fiir die untere Schranke

; " Fs)ds = (yo—vi) - F(vin)
= (xHy)"? (0VT =€ +0(1)) (xH,)™ (¢ +o(1))
= (xH, ) *1/2 (se0y/T = +o(1)).

Aus H™' € RVy(1/(1/2 + a)) folgt jedoch wie oben n - H}/? — oo, sodass aus dieser
Tatsache und den beiden erarbeiteten Schranken (2.15) folgt.

Zuletzt gilt fiir den Storterm in 2.14), dass | f([nyo] /n)| < f(yo) = (xH,)*. Wieder
folgt wegen n - H/> — oo die asymptotische Vernachlassigbarkeit und final erhalten
wir

Y f(i) < (1+e)n " F(s)ds

icel yln

Verfahrt man fiir die Summe auf I analog, so erhilt man insgesamt die Abschédtzung

Y fi) < (1+e)n yz f(s)ds

i€l Y1n

Diese Abschédtzung in (2.13) eingesetzt liefert mittels der Entwicklungen von y3,,v3,
und einer Substitution

Z vp(i/n)"0

i€l
y*n 1/ %]
<(1+¢)?- n/ ’ (an + 4 (2]/0) (s — y0)2> ds
Yin

yo—d+/xH, " g
§(1+s)2-n/ ’ (an+u(y0)(s—yo)2> ds
]/0+(5\/an 2

1
:(1+s)2n5(an)“o+1/2/ (1—£)%dt
-1

(1+ €)?nd(xH, )% /2220 Bota(ng 4+ 1,00 + 1),

wobei t = (s —y0)/(6+/xHy,),im letzten Schritt die Beziehung

fol (1—t>)#1dt = 22+=DBeta(u, u), fiir ein Re(u) > 0, und dann die Achsensymmetrie
um Null genutzt wurden, siehe [Gradshteyn und Rhyzik, Gleichung 3.249.5].

Setzen wir diese Beziehung in (2.11) ein und nutzen, dass per Definition
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2.2 Erste Asymptotik zeilenweiser Unabhingigkeit

So(H,)HY™/2 = H(H,) = 1/n gilt, so ergibt sich insgesamt
Z P (Xi,n > ug — XHn)
icl,
< (14 e)*nd(xH,)™ /280 (H, ) h(y0)22%0 1 - Beta(ag + 1,0 + 1)
= (1 +¢)*x0t1/2C

gleichméflig in 7, sodass in Verbindung mit Schritt 1

n
limsup )P (X, < up — xH,) < Cx®+1/2 (2.16)

n—oo ;-1

wegen der Beliebigkeit des ¢ > 0 folgt.

Die Tatsache, dass wir im gesamten zweiten Schritt symmetrische Argumente genutzt
haben, generiert dieselbe Schranke fiir den Limes inferior wie in (2.16). Die Konklusion
auf (2.4) ist mithin valide. O

Nach dieser Vorarbeit konnen wir nun die in Theorem 2.2.9 behauptete Verteilungs-
konvergenz beweisen. Wir bemerken, es an dieser Stelle nicht offensichtlich, dass die
existierende Grenzvariable extremwertverteilt ist. Dies muss in diesem allgemeinen
Setting nicht identisch verteilter Zufallsvariablen auch nicht immer gelten.

Theorem 2.2.9 (Erster Grenzwertsatz fiir Maxima nicht-stationdrer Zufallsvariablen).
Unter den Bedingungen 2.2.1,2.2.2, 2.2.3 und 2.2.7 gilt in der Situation aus Bemerkung 2.2.8

M, —uy 4 -1/ 1/2 1 -1 1/2 1
2 L GEV( —cVetl/2) D cnVietl/2)  Z )
H, n—roo < 0(0+1/2 0(0—}-1/2

Beweis. Nach der Poisson-Approximation, A.2.5, und den Lemmata 2.2.10, 2.2.12 er-
halten wir, die frither eingefiihrte Notation nutzend,

d . . L i . 1/2
S, — Poi (nlgr.}ogll’ (Xin > ug— an)> = Poi (Cx +fxo> , x>0.

Damit folgt also fiir x > 0 einerseits

P (S, = 0) = P{M, < uo—an}:113{]\4”17[_“0 < —x}
n

— Poi (Cx“[)“/ 2) (0) (2.17)

n—00

= exp (—Cx”‘o“/z)

und andererseits wegen der Definition von u als globales Maximum der Randpunkts-
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2.2 Erste Asymptotik zeilenweiser Unabhingigkeit

funktion aus Definition 2.1.2

P (M, <up+xH,) >P (M, <up)
=P (ML {Xin S uo}) = P (M {Xin < u(i/n)}) =1.

Damit konvergiert M, in Verteilung gegen eine nicht-degenerierte Zufallsvariable,
welche wir mit G bezeichnen werden.

Es bleibt zu zeigen, dass G die behauptete Verteilung besitzt.

Falls G extremwertverteilt ist, so gehort sie zwangslaufig zu der Klasse vom Weibull-
Typ, da sie den Randpunkt 0 besitzt und somit die Tails diinn beziehungswiese der
Formparameter ¢ kleiner als Null ist.

Aus der Gleichung (2.17) entnehmen wir die Konvergenz von (M, — ug)/H, gegen

eine Wei (0, CY/ (o+1/ 2), ag+1/ 2) —verteilte Zufallsvariable. Die Umrechnungsformel
aus Bemerkung 1.2.3 liefert somit

G = Wei (o, Cl/(x0+1/2) 5oy 1 /2)
— GEV (—c—1/<“0+1/2>,c—1/<“0+1/2>/(a0 +1/2), -1/ (a0 + 1/2)) .

Dies beendet den Beweis. O

Mit diesem Resultat ldsst sich leicht ein schwaches Gesetz fiir Maxima von unab-
hédngigen und nicht-stationdren Zufallsvariablen formulieren.

Korollar 2.2.13 (Schwaches Gesetz fiir die erste Asymptotik).
In der Situation aus Theorem 2.2.9 gilt

P
M, — uy.
n—00

Beweis. Es gilt H, 25 0, sodass M, — uy = (M, — ug)/H, - Hy 4 G-0 = 0 nach

Theorem 2.2.9 und dem Lemma von Slutsky folgt. Die Verteilungskonvergenz gegen
eine Konstante impliziert die Konvergenz in Wahrscheinlichkeit. O

Da hier ein Dreiecksschema von Zufallsvariablen betrachtet wird, ldsst sich der {tib-
liche Schluss auf die fast-sichere Konvergenz wegen der fehlenden Isotonie der M,
nicht titigen. Jedoch kénnen wir aufgrund des Tailverhaltens aus Bedingung 2.2.2 Fol-
gendes zeigen:

Satz 2.2.14 (Starkes Gesetz fiir die erste Asymptotik).
In der Situation aus Theorem 2.2.9 gilt M, ﬁ) ug.

Beweis. Es bezeichne x* das Maximum uy. Zundchst gilt dhnlich wie im Beweis von
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2.2 Erste Asymptotik zeilenweiser Unabhingigkeit

Appendix A.2.3

]P{Mn EN x*}: P{liminf M, < x*} = ]P( U {liminf M, < x* — 1/M}>

MeN
= lim P{liminfM, < x* —1/M} < limliminf P{M, < x* —1/M}
M—c0 M n
n
= hlalnhn}lmeFi,n(x —-1/M), (2.18)

i=1

wobei die erste Gleichheit aus der Tatsache M,, < x*, die dritte aus der Stetigkeit von
Maflen, die erste Ungleichheit aus dem Lemma von Fatou und die letzte Gleichheit
aus der Unabhingigkeit folgt. Dabei bezeichnen wir mit F;,, die Verteilungsfunktion
von X, ,,. Beschranken wir uns im Produkt auf die Indexmenge

Iy:={ie{l,...,n}:u(i/n)>x"—-1/2M) },

so kann wegen F;,, < 1 das Produkt sicherlich nur grofler werden. Im Folgenden
werden wir Fj,(x* —1/M) < 1 gleichmdBig in i und n auf Iy zeigen, sodass das
Produkt im Grenzwert (in 1) gegen Null konvergiert; beachte, dass die Kardinalitat
von Iy fiir n — oo auch bestimmt gegen unendlich divergiert, da u stetig und Q dicht
in R liegt.

Wir schliefien mittels Bedingung 2.2.2

Fi/n(x* —1/M)
=1-P{X;, >u(i/n)— (1/M~+u(i/n) —x*)} (2.19)
1 S<1/M+u(l/n> — x*,i/n) . . kY L . _wx\a(i/n)
=1 So(1/M+u(i/n) — x*) So(l/M+u(i/n) = 27) - (/M +u(i/n) =x7)
1 S(I/M~+u(i/n) —x*,i/n) - So(1/ M+ u(i/n) — x*)-

So(1/M+u(i/n) — x*)
(1/M +u(i/n) — x*)*®0) - (1/ M + u(i/n) — x*)¥@/m=ao),

Beachte nun, dass 1/M + u(i/n) — x* €[1/(2M), 1/ M| nach Definition von Ij; gleich-
maflig in i,n gilt. Da x* = ug das eindeutige Maximum von u ist und fiir grofse M
demnach u(i/n) beliebig nahe an x* liegt, folgt dass fiir ein beliebig kleines ey :=
e(M) > 0 die Beziehung i/n € B(yo,em) gilt. Wegen der lokalen Holder-Stetigkeit,
siehe Bedingung 2.2.3, von «(-) in yo folgt daraus a(i/n) € B(yo,c1-|i/n—yo|?),

sodass wir
1 i . a(i/n)—a(yo 1 —€in
(M”(n)"‘) ><m> '

fiir ein von i,n abhédngiges ¢;,, > 0, schlielen konnen. Insgesamt konnen wir wegen
der Schranken fiir in der Null regulédr variierender Funktionen, Appendix A.2.8, der
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Bedingung 2.2.7 und der Stetigkeit von kg aus der Gleichung (2.19)

Fip(x* —1/M)

o (x) . NSRS
<1-— . _ il
<1 xrg[(lﬂ] > So(1/M+u(i/n) —x*) <2M>

) ho(x) 1 5+(X(y0)_£i,n
<1- mo\x) [~
=57 o1 2 <2M)

h 1\ *wo)
<1— mi (= _. 1
=0T 2 <2M> M <

gleichméfiig in 7, n schliefSen.
Insgesamt folgt damit aus dieser Schranke fiir die F; , (x* — 1/ M) und Gleichung (2.18)

P{M, /> x| < limliminf [T ey = im0 = 0

i€y
und die Aussage ist gezeigt. O

Vergleichen wir diese Version des starken Gesetzes mit der im Kontext von u.i.v Zu-
fallsvariablen bemerken wir, dass in der letzteren Situation alle X;, dieselben Rand-
punkte hatten, was hier gerade nicht der Fall ist. Vereinfacht ausgedriickt lasst sich sa-
gen, dass das Maximum asymptotisch von denjenigen Beobachtungen bestimmt wer-
den, welche um den Zeitpunkt yy stattgefunden haben. Wir konnen nun die Aussage
des Korollars dahingehend interpretieren, dass diese Zufallsvariablen asymptotisch
den rechten Randpunkt u( besitzen. Man beachte, dass sich diese Heuristik wegen der
Bedingungen am Anfang des Kapitels auch mathematisch konkretisieren ldsst und
dies auch im vorangegangen Gesetzt passiert ist.

Bemerkung 2.2.15 (Erweiterung auf schwache Abhangigkeit).

Obige Resultate lassen sich erweitern auf Zeitreihen, die eine gewisse zeitliche Ab-
hédngigkeit besitzen, siehe [Stein, 2.3 Dependent Case]. Genauer setzt man die Bedin-
gungen D(u,) und D’(u,) voraus, wobei erstere Bedingung eine asymptotische Un-
abhéngigkeit der Beobachtungen fordert, falls sie weit genug auseinander liegen und
letztere die Wahrscheinlichkeit von mehr als einem Exzess X;, > u, beschrankt, siehe
[Leadbetter, Lindgren und Rootzén, Abschnitte 3.2 und 3.4]. Dies fithren wir in dieser
Arbeit jedoch nicht weiter aus.

2.3 Zweite Asymptotik zeilenweiser Unabhingigkeit

In diesem Subkapitel wollen wir ein anderes asymptotisches Verhalten der Rand-
punktfunktion unterstellen, um so eine nicht-degenerierte Grenzverteilung zu erhal-
ten, welche nicht zur Klasse der Extremwertverteilung gehort. Dies ist insofern in-
teressant, da es eine konkrete nicht-parametrische Verteilungsklasse anbietet, die als
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Grenzwert von Maxima nicht-stationdrer und unabhdngiger Dreiecksschemata auftre-
ten kann. Man beachte, dass Theorem 2.2.9 jedoch auch zeigt, dass die GEV-Verteilung
als Grenzwert auftreten kann. Damit sehen wir, dass der Fall von nicht-Stationaritat
deutlich mehr Variabilitdt in der Grenzverteilung erwirkt.

Wir setzen A := {X;,:1<i<mnneIN} erneut als Dreiecksschema unabhéngiger
nicht-stationdrer Zufallsvariablen an.

Bedingung 2.3.1 (Annahmen an die Funktionen in der zweiten Asymptotik).
Es seien &, h,v: [0,1] — R stetige Abbildungen, wobei v nichtnegativ und h positiv
sei. Zusitzlich sei S: RT™ — R™ eine in der Null langsam variierende Funktion.

Der Beweis wird unter anderem mittels eines Riemannsummenkonvergenz-Arguments
seitens Stein gefiihrt. Dies setzt aber insbesondere voraus, dass der Integrationsbereich
eine Menge ist, die Riemann-integrabel ist, was aus dem Beweis von Stein nicht her-
vorgeht und nach langerer Uberlegung auch nicht korrekt scheint; ein Gegenbeispiel
geben wir nach der Bedingung an. Daher fordern wir zusitzlich ein nicht tibermaflig
pathologisches Verhalten der Funktion v :

Bedingung 2.3.2 (Nicht-Pathologie des v).
Fiir die Abbildung v gilt, dass Urbilder v~!([x, y[) durch eine hochstens endliche Ver-
einigung von Intervallen darstellbar seien, wobei 0 < x <y < co.

Gegenbeispiele lassen sich durch stark oszillierende Funktionen konstruieren.

Beispiel 2.3.3 (Pathologisches v).
Man setze die Abbildung v als

1 1 1
v: [0,1]—>R8_, X'—>2+<x—2>-5in<x_1/2>,

siehe Abbildung 2. Dann ist das Urbild v!([0,1/2) keine endliche Vereinigung von
Intervallen, obwohl v stetig und nichtnegativ ist.

Beweis. Die Abbildung ist offensichtlich aufierhalb von 1/2 stetig. Fiir den Punkt 1/2
beachten wir, dass der reelle Sinus beschrédnkt ist. Die nicht-Negativitit sieht man mit-
tels einer Fallunterscheidung oder Betrachtung des Graphen, schnell ein.

Es gilt fiir jedes kleine € > 0 die Beziehung sin(B(1/2,¢) \ {1/2}) =[ —1,1]. Daraus
folgt aber insbesondere, dass fiir all jene € Punkte y; € B(1/2,¢) \ {1/2 } mit

v(y1) < 1/2 und y, € B(1/2,¢) \ {1/2} mit v(y2) > 1/2 existieren. Also kann
v1([0,1/2[ keine endliche Vereinigung von Intervallen sein. O

Wie schon in der Einleitung angesprochen, wollen wir ein anderes asymptotisches
Verhalten der Randpunktfunktion u unterstellen.

Bedingung 2.3.4 (Bedingung an u in der zweiten Asymptotik).
Die Randpunktfunktion sei gegeben durch

u: 0,1 = 0,1, x— uo— G, v(x),
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Abbildung 2: Graph der Abbilung v aus Beispiel 2.3.3 mit eingezeichneter Horizontale bei
y=0.5.

wobei G, := G~1(1/n) mit ag,ug > 0, G(x) := S(x) - x* als strikt isoton vorausge-
setzt.

Damit ist G insbesondere reguldr variierend in der Null vom Index &g und dement-
sprechend G~! vom Index 1/ay, siehe Appendix A.2.8.

Auch werden wir eine gegen Null konvergierende Storung in «y zulassen.

Bedingung 2.3.5 (Storung von ay).
Fiir n € N seien die Abbildungen a,(-) durch a,(x) = ag + @(x)/ logn gegeben.

Zuletzt geben wir eine Form fiir den Tail der Beobachtungen X; , vor.

Bedingung 2.3.6 (Tailverhalten).
Fiir kleine t > 0 gelte

P{X;, > u(i/n) — t}=h(i/n) S(t) - /), (2.20)

Wie in der ersten Asymptotik formulieren wir zuerst das Resultat bevor wir Hilfs-
lemmata fiir den Beweis erarbeiten, vergleiche [Stein, Theorem 2]
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Theorem 2.3.7 (Zweiter Grenzwertsatz fiir Maxima nicht-stationdrer Zufallsvariablen).
Unter den Bedingungen 2.3.1, 2.3.2, 2.3.4, 2.3.5 und 2.3.6 gilt mit der Bezeichnung
M, :=max{X;,:1<i<n}

Mu—to 4, - o1
Gn
wobei G(x) = {i’xp(—](—X)) X ig o
x>
J(x) := lim Y P (X;, > ug — xGy) 222)

n—o0 4
i=1

= /Olh(y) - exp <—“D(C‘Z)> (x - U(y))io dy

Wir bemerken, dass die Grenzverteilung eine im Allgemeinen sehr komplizierte Ge-
stalt hat. Man konnte sich fragen, ob sich die GEV-Verteilung in diese Klasse von Ver-
teilungen einbetten ldsst. Dies werden wir spéter negativ beantworten konnen. Es sei
angemerkt, dass Stein auch den Fall behandelt hat, dass die Funktionen von [a, b[ mit
—oco < g < b < oo, wobei fiir unendliche Grenzen ein offenes Intervall gewahlt wird.
Dies wiirde jedoch in der Interpretation einem unendlich langen Jahr oder einem Jahr
in dem an gewissen Tagen kein Maximum eintreten kann entsprechen. Fiir den Fall
nicht-endlicher Grenzen konnte er zeigen, dass auch GEV-Verteilungen als Grenzwert
entstehen konnen. Da diese Annahmen kiinstlich und fiir die Anwendung schwierig
haltbar erscheinen, verweisen wir an dieser Stelle nur auf den Artikel von Stein und ge-
hen nicht weiter auf diesen Spezialfall ein. Die allgemeine Strategie des Beweises von
Theorem 2.3.7 besteht erneut darin die Voraussetzungen der Poisson-Approximation
aus Appendix A.2.5 nachzuweisen. Folgende Lemmata sind dem dediziert.

Lemma 2.3.8.

In der Situation aus Theorem 2.3.7 gilt
lim max P (X;, > up— G,x) =0, x>0. (2.23)
n—o0 1<i<n

Beweis. Wir fixieren ein x > 0. Aus der reguldren Variation von G~ in der Null, siehe
Bedingung 2.3.4, erhalten wir die Konvergenz G, — 0 und da wir || v ||, < oo aus der
Stetigkeitsvoraussetzung deduzieren konnen, gilt G, - (x — v(i/n)) — 0 gleichmaBig
in i. Somit kénnen wir Bedingung 2.3.6 mit t = G, - (x — v(i/n)) nutzen und sehen
P (X;, > uo— Gux)

=h(i/n) S (Gy - (x — v(i/n))) - (Gu - (x —0(i/n)))*t/™ (2.24)

o

n))) -Gy

< 1S (Gu- (x = o(i/m))) - Gy ™ - (x = o(i/m))™ /™.
Die Abbildung y — S(y) - y* ist reguldr variierend in der Null mit Index a9 > 0,

sodass S(G,(x —v(i/n))) - (Gu(x —v(i/n)))* — 0. Zusétzlich folgt wie bei v, dass
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| @ |, < oo, sodass limsup(G,(x — v(i/n)))*/m/legn < 1 gleichmiBig in i. Diese
gleichmafligen Konvergenzen mit (2.24) verkniipft generieren

lim sup max P (X;, > up — Gux)
n 1<i<n

IN

limsup || 7 ||, 0(1) - (Gu(x — v(i/n))) "/ ")/ log"

n

< limsup || I ||, 0(1)-1=0

und damit (2.24). m

Das ndchste Lemma dient dem Nachweis der zweiten hinreichenden Bedingung fiir
die Poisson-Approximation und ist erneut die aufwendigere Komponente zu zeigen.

Lemma 2.3.9.
In der Situation aus Theorem 2.3.7 gilt

lim ZIP (Xin > up — xGy) = /01 h(y) - exp <_IX(]/>> (x— v(y))ajro dy.  (2.25)

n—co Xo

Beweis. Wir fixieren x > 0,¢ €]0, x/2 A 1] und definieren vorbereitend die Teilindexbe-
reiche I,(c,d):={ie N: c<wv(i/n) <d, 1 <i<n}.

Fur i & I,(0,x —e)UI,(x — ¢, x) gilt gemédf Definition der I,,, dass v(i/n) > x, sodass
u(i/n) = up — Gyo(i/n) < ug — Gux folgt. Da u(i/n) gerade den Randpunkt von X; ,
darstellt, gilt fiir solche i also P{X;, > 1o — xG,}= 0.

Dies erlaubt uns die Summe iiber die Tails in zwei Teilsummen zu zerlegen:

™=

]P(Xln>u0 G)

Il
—

(2.26)
= IP(XZ‘/” > Mo—xGn)+ Z IP(XZ‘/” > Mo—xGn) =:51+5;
i€l (0,x—¢) i€l (x—¢ex)

und wir schreiben @, := min@(y), pe(x) := A (v 1(Jx — ¢,x[)) < A([0,1]) = 1, wobei
A das Lebesguemafs bezeichne.

Schritt 1: Im ersten Schritt zeigen wir, dass der S;—Anteil der Summe aus (2.26) asym-

ptotisch vernachléssigbar ist.
Mittels Bedingung 2.3.6 und der in i gleichmaigen Konvergenz von G, (x — v(i/n))
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gegen 0, sieche Beweis von Lemma 2.3.8, erhalten wir

Z P(Xi,n > uo—xGn)

i€l (0,x—¢)
H . . an(i/n)
= Y. h(i/n)-S(Gu(x —0(i/n))) (Gn(X—v(z/n))) .
i€l (0,x—¢)
<hloGo Y S(Galx—o(i/n))) - Gat/™ 08" (x — o (i/n)) ™,
il (0,x—¢)

Auf I, (x —¢) giltv(i/n) € [x —¢, x|, sodass x —v(i/n) €]0,¢] C [0,1]. Die letztere Men-
ge ist eine kompakte Menge, sodass sich aus dem Satz von der lokal gleichméfiigen
Konvergenz

S(Gu(x —v(i/n))) S(AGy)
lim su < limsup su
n P S(Gn) T p/\e[oli] S(Gu
) S(AGy)
<limsup sup —1‘+1
n A€[0,1] S(Gn)

=0+1=1

ergibt, weswegen S(G,(x —v(i/n))) < (14 ¢€)S(G,) fiir grole n gleichmiBig in 7 gilt.
Auflerdem erhalten wir aus x — v(i/n) € [0,¢] und a(i/n)/logn > 0, dass

(x — o(i/n))%tai/n)/logn < et Mittels der eingefiihrten Notation kénnen wir auf-
grund von G, — 0, die Beziehung Gz(l/n)/ logn < GZ”’/ logn folgern. Diese Tatsachen
mit (2.27) und S(G,)G;* = G(G,) = 1/n verkniipft generieren

a 1
Y P(Xin>uo—xGy) < [[h ] (1 +e)G e Y 1 o)

icl,(0,x—¢) n i€l (0,x—¢)

Die Summe } e (0x—¢) 1/7 ldsst sich als Riemann-Summe mit Grenzwert
J10<y<lLyecov Y x—¢gx]) dy = A(v ' ([x—¢&x[)) = pe(x) < 1 identifizie-
ren, da nach Voraussetzung v~ !([x — ¢, x[) eine maximal endliche Vereinigung von
Intervallen ist.

Dies in Verbindung mit (2.28) und p,(x) < 1 ergibt

Y. P (X > g —xGy) < || h]| (14 €)2Gy" %8 e, (2.29)
iel,(0,x—¢)

Somit bleibt lediglich der Ausdruck Gg’”/ logn abzuschitzen. Dazu beachten wir, dass
G~ € RVy(1/a), weswegen G, > (1/n)?* fiir grofle n erfiillt ist und damit

Ggm/logn = exp ( Ko log Gn> < exp (2 ‘ Ky ’ ) —log(l/n)> < exp (2 ‘ Ky ’>
logn o logn o
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unabhéngig von n und ¢ gilt, was in Kombination mit (2.29) und der Beliebigkeit von
e die asymptotische Vernachldssigbarkeit der ersten Summe impliziert, da ap > 0 vor-
ausgesetzt wurde.

Schritt 2: In diesem Schritt zeigen wir

lim P (Xin > uo—xGy) = J(x), 2.30
Hm@n(gm ( ) =](x) (2.30)
woraus sich im dritten Schritt die Aussage einfach folgern lésst.

Genauer zeigen wir die obere Abschétzung fiir den Limes superior durch | und erhal-
ten mittels eines Symmetrie-Arguments die untere Abschédtzung fiir den Limes inferi-
or.

Fiir groe n und i € I,(0,x — ¢) gilt per Definition der I,, dass x — v(i/n) C [, x],
sodass wegen des Satzes von der lokal gleichméfiigen Konvergenz auf die langsam
variierende Funktion S angewandt S(G,(x —v(i/n))) < (1+¢€) - S(G,) gleichméBig
in 7 hdlt. Die Voraussetzungen an « implizieren die in i gleichmé&fiige Konvergenz
@(i/n)/logn — 0, sodass sich (x — v(i/n))*/m/lgn < 1 4 ¢ gleichmiaBig in i fr
grofse n deduzieren lasst. Daher erhalten wir mittels Bedingung 2.3.6

Z P (Xi,n > Uy — XGn)

i€l,(0,x—¢)
wg+u/ logn

= ¥ hi/mS(Gulx—o(i/m) ) (Gulx —oi/m)))"

icl,(0,x—¢)

- (2.31)
<(1+€)-S(G)GR(1+¢)- Y. h(i/n)G"™'8" (x —v(i/n))
icl,(0,x—¢)

_ (1 +€)2 1/n- Z h(i/i’l)Gz(i/n)logn(x . Z)(i/ﬂ))ao-

i€l,(0,x—¢)

Die Funktion G~! ist reguldr variierend mit Index 1/ag in der Null, sodass wir sie als
G~ !(x) = x!/% . L(x) mit einer geeigneten langsam variierenden Funktion L schreiben
konnen, siehe Appendix A.2.8. Dies fiihrt zu der Konvergenz

logG, 1 log (n=1/* . L(1/n)) 1

+—|= + =

logn  ag logn o
_ | logL(1/n) | _|logL(1/n) NS

logn log(1/n)

wobei Letzteres aus der langsamen Variation des L folgt. Dies nutzend ergibt sich nach
einem Umschreiben

Gﬁ(i/n)/log" =exp(a(i/n)/logn-logG,) < exp(|| @ ||, & —a(i/n)/ag,
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was wiederum in (2.31) eingesetzt

Z P (Xi,n > Uy — XGn)
icl,(0,x—¢)

y (2.32)
<(1+e)exp(e||@ly): Y. h(i/n)exp (_zx(zi)n)) (x —o(i/n))™ - %

i€l (0,x—¢) a

generiert. Der Integrationsbereich [0,1] N o~!(]0, x — €) ist erneut nach Voraussetzung
eine endliche Vereinigung von Intervallen und der Integrand y — h(y) -exp(—a(y)/ao) -
(x —v(y))* als Komposition stetiger Abbildungen selbst stetig. Daher folgt mittels der
Konvergenz von Riemann-Summen auf beschrankten Intervallen aus (2.32)

limsup Y. P (Xj, > up—xGy)

=00 e, (0,x—¢)

< (1+o(1)- [

[0,1]Nov=1([0,x—¢])

H(y) - exp (—“@> (x—o(y))™ dy (2.33)

X0
el0

&(y) 0o,
- /[0,1]ﬁvl([0,x[) H(y) - exp (_IXO) (x—o(y)” dy =] (x),

wobei das Vertauschen von Grenzwert und Integral im vorletzten Schritt aus dem
Satz von der dominierten Konvergenz resultiert.
Fiir die untere Schranke bemerken wir, dass im zweiten Schritt jede benutzte Abschét-
zung symmetrisch nach unten korrigierbar ist, sodass sich

el0

liminf Y P (X, > up—xGp) > (1+0(1)) - J(x) — J(x) (2.34)

n
" e, (0x—e)

ableitet.

Schritt 3: Zusammenfassend erhalten wir als obere Schranke fiir den Limes superi-
or aus (2.26,) (2.33) und aus Schritt 1

n
limsup ) P (X, > 1y — xGy)

n—oo =1
=limsup Y P (Xjy>uo—xG)+ Y, P (Xj,>uy—xGy)
n= e, (0,x—¢) i€l (0,x—¢)

< (140(1)) - J(x) + 00(1) Z5 J(x);

47



2.3 Zweite Asymptotik zeilenweiser Unabhingigkeit

und mittels (2.3)
n
llrrlrlglfg][’ (Xin > up — xGy)

=liminf Y = P(Xiy >uo—xGy)+ Y, P (Xjn>ug—xGy)
i€l (0,x—¢) i€l (0,x—¢)

> (140:(1)) - ] +0 25 J(x).

Beide Schranken vereint validieren die Gleichung in (2.25). O

Die vorangegangenen Resultate lassen uns nun die zentrale Verteilungskonvergenz
deduzieren.

Theorem 2.3.7 (Zweiter Grenzwertsatz fiir Maxima nicht-stationdrer Zufallsvariablen).
Unter den Bedingungen 2.3.1, 2.3.2, 2.3.4, 2.3.5 und 2.3.6 gilt mit der Bezeichnung
M, :=max{X;,:1<i<n}

My~ 4, o .
G
wobei G(x) = {ixp(—](—x)) X ig .
X =
n
](x) = nlgl;lo ZIP (Xi,n > ug — xGn) (2.36)

i=1
= /Olh(y) - exp <_ucu(cz)> (x— U(y))vf dy

Beweis. Die Beweisstrategie besteht daraus, die Voraussetzung der Poisson-Approximation
aus Appendix A.2.5 nachzuweisen. Zu diesem Zwecke setzen wir

Bi,n = jl(Xi,n > Ug — xGn), Pin = P (Bi,n = 1) und S, := Z?:l Bi,n'

Aus den Lemmata 2.3.8, 2.3.9 und der Poisson-Approximation folgt dann fiir x > 0

P (M, <uy—xG,) =1P(5,=0)
— Poi (r}l_r&; pi/n> {0} = Poi (J(x)) {0}
= exp(—J(x)).
AufBlerdem folgt aus der Tatsache u;, < ug, dass P (M, < ug + xG,) = 1. O

Somit findet eine Verteilungskonvergenz von einer normalisierten Maximumsfol-
ge gegen eine nicht-degenerierte Zufallsvariable statt und im Lichte des Satzes von
Fisher-Tippet stellt sich natiirlicherweise die Frage, ob sich G als Spezialfall der GEV-
Verteilung, wie in Theorem 2.2.9, identifizieren lasst.

48



2.3 Zweite Asymptotik zeilenweiser Unabhingigkeit

Bemerkung 2.3.10.

1. Der Form von G entnehmen wir, dass der rechte Randpunkt endlich ist, sodass
lediglich die Identifizierung als Weibull-Typ moglich ist.

2. Der rechte Randpunkt von G ist nicht zwangsldufig Null, sondern —v,, mit
Oy := Mminyc[oq) v(y) € Ry Damit gilt

Glx) = {exp( —J(—x)) ,x < —vp (2.37)

1 ,X > — Uy

Beweis. 1. Die Endlichkeit folgt aus dem zweiten Teil der Bemerkung und der poten-
tielle Typ aus der Tatsache, dass sowohl die Gumbel- als auch die Fréchet-Verteilung
einen nicht-endlichen rechten Randpunkt besitzen.

2. Der Form von ], siehe (2.25), entnehmen wir, dass | isoton in x ist. Angesichts
der Stetigkeit von v und der Positivitdt der Faktoren vor dem Indikatorausdruck folgt
fir x > v, dass J(x) > 0. Dies bedeutet jedoch, dass fiir x < —v,, der Ausdruck
J(—x) positiv und damit exp ( — J(—x)) < 1 ist. AuBerdem gilt {v,, —v(y)}% =0,
wodurch G(—v,,) = 1 folgt. O

Die der Bemerkung vorangegangene Frage ldsst sich negativ beantworten. Bevor wir
dies in voller Allgemeinheit zeigen, untersuchen wir einen Fall mit derartigen Wahlen,
dass das Integral | explizit wird.

Wir setzen h(-) = h >0, a(-) =0, y :==up =0, v(y) := |y —1/2| und schreiben
fortan a := . Diese Wahlen erfiillen die am Anfang des Abschnittes formulierten
Forderungen. Verschiebung um 1/2 und Symmetrie generieren

1 1/2
J@)= [ hfx—ly-1/2dy=h- [ x|y} ay

—2h-{ M-y x>1/2 2h {x*+l—(x—1/2)“+1 x>1/2

[Fax—yr x<1/2 afl | xet x<1/2°

Damit erhalten wir

exp _% ((_x)a-i-l —(—x— 1/2)a+1)} x<—1/2
G(x) = { exp _%(_x)wl} ,~1/2<x<0, (2.38)

1 ,0<x
wobei wir die Abhédngigkeit der Verteilungsfunktion G von den Wahlen h,« > 0 zu-

ndchst in der Notation unterdriicken. Man beachte, dass G im rechten Tail exakt einem
Wei (¢ + 1) —Typ entspricht. Im linken Tail konvergiert das Argument der Exponen-
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tionalfunktion fiir x — —oo wie der Ausdruck —x?%; das sieht man durch eine Anwen-
dung des Mittelwertsatzes ein. Dies zeigt die Ndhe zu einer Weibull-Verteilung.

Lemma 2.3.11.
Verteilungsfunktionen G von der Gestalt aus (2.38) sind keine Extremwertverteilungen.’

Beweis. Der Gestalt von G lesen wir instantan ab, dass der rechte Randpunkt 0 ist,
sodass nach dem Fisher-Tippet Theorem lediglich eine Identifikation als Weibull-Typ
mit der Null als rechte Randpunkt moglich wéare. Nehmen wir also nun an, dass
o, > 0 mit G(x) = Wei(B) (cx) existieren. Der rechte Tail von G ist exakt von
Weibull-Gestalt, womit wir = a + 1 schlieffen und fiir x < —1/2 die Beziehung

exp{— 2h ((_x)a-‘rl (ex— 1/2)a+1) } _ eXp(-(—U’x)ﬁ)

a+1

etablieren konnen.
Dies ist gleichbedeutend zu 24/ (a + 1) - ((x**! — (x — 1/2)**1) = ¢Px**1, was seiner-

seits 1 — P/ (2h) - (a+1) = (1— 1/(23())%rl fiir x > 1/2 bedeutet. Die linke Seite
ist konstant in x, wohingegen die rechte es nicht ist, ein Widerspruch. Damit kann G
keiner Extremwertverteilung entsprechen. ]

Um eine allgemeine Variante von Lemma 2.3.11 beweisen zu kénnen, bendtigen wir
ein Hilfsresultat, in welchem folgende Notation niitzlich ist.

Definition 2.3.12 (G).

Wir bezeichnen mit G die Klasse von Verteilungsfunktionen, welche als Grenzwert
in Theorem 2.3.7 moglich sind. Das heifit genauer, dass G € G die Form (2.37) hat.
Weiterhin hingt G damit von @ > 0 und stetigen Abbildungen &, h, v: [0,1] — R
mit i(-) > 0 und v(-) > 0 ab, wobei v~!([x, y[) fiir alle 0 < x < y als eine endliche
Vereinigung von Intervallen darstellbar ist.

Lemma 2.3.13. ~
Sei G € G mit zugehdoriger Funktion v. Dann ist die Verteilungsfunktion G(-) := G(- — u)
fiir Konstanten y < vy, auch in G enthalten, wobei vy, := min, c(o1] 0(y)-

Beweis. Sei G € G mit zugehorigem ov(-). Nach Bemerkung 2.3.10 ist der rechte Rand-
punkt von G der Wert —v,,. Daher lasst sich der rechte Randpunkt von G als —v,, + u

5 Eine alternative Beweismoglichkeit ist es, max-Stabilitdt von G zu widerlegen. In Lemma 3.1.4 unter-
suchen wir die Regularitdt im Punkt des Strukturwechsels. Es stellt sich heraus, dass G darin nicht
glatt ist, sodass wir drei verschiedene Beweismoglichkeiten von Lemma 2.3.11 kennengelernt und zwei
davon vorgefiihrt haben.
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2.3 Zweite Asymptotik zeilenweiser Unabhingigkeit

identifizieren. Wir schreiben die Verteilungsfunktion G wie folgt um

G(x) = exp(—J(—x+p)) ,x—p<—vy
1 Sl e

{exp( Sy v @) {=x— () = m}} dy) x—p< o

1 X — U 2 —Up.

_{exp( fo ) {—x -2} dy) ,X < —Tpy

1 X Z _’5171/

wobei (y) :=v(y) — u, v(y):=h(y) - exp(—a(y)/a). Nach Voraussetzung ist v(-) > 0
und da eine Translation die Bedingungen der Stetigkeit und Oszillationsbegrenzung
aus 2.3.2 nicht beeinflusst, ist ¥ eine valide Wahl, sodass G € G folgt. O

Mithilfe dieses Resultats beweisen wir den folgenden Satz.

Satz 2.3.14.
Fiir alle Grenzverteilungsfunktionen G € G gilt: ist die zugehdrige Funktion v nicht die
konstante Null-Abbildung, so ist G keine Extremwertverteilung.

Beweis. Nach Bemerkung 2.3.10 bleibt zu zeigen, dass fiir festes G € G mit v(-) # 0
keine ¢, B > 0 mit G L 1/0 - Wei (B) — v existieren.

Diese Aussage zeigen wir zunéchst fiir den Fall 0 = v, = minv(-) und anschliefend
mittels des vorangegangen Lemmas fiir den Fall v,, > 0.

Schritt 1: Angenommen es gibt ,0 > 0 mit G 2 1/0 - Wei (B) . Das heifst

exp(J(—x)) = exp(—(—ox)P) fir x < 0 und damit J(x) = (ox)P fiir alle x > 0.
Die Funktion v ist stetig mit kompaktem Definitionsbereich, sodass || v ||, existiert.

Betrachte von nun an x > || v||,, sodass fol Y(y){x —v(y)}* dy = (cx)P halt. Damit
muss aber insbesondere die Gleichung

of = ¥ ﬁ/ ) {l—o(y)/x}*dy (x> ]v]) (2.39)

gelten. Mit f.(y) = v(y) - {1 —o(y)/x}* gilt fx(-) > 0 und die Funktionenfolge
(fx)x>|o||, ist isoton in x. Wegen der Beschranktheit von v gilt die punktweise Kon-
X—00

vergenz f, ~—— 7, sodass mit dem Satz von Beppo Levi fol fx(y) dy — || v|l; >0

folgt, wobei die untere Schranke aufgrund der Positivitit von < gilt. Dies in Verbin-
dung mit (2.39) generiert

o ,a>p
B — i a—p —
o = [l lim x 1 ,a=8,

0 ,a<p
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2.3 Zweite Asymptotik zeilenweiser Unabhingigkeit

was in den Fillen « > B und a <  zu einem Widerspruch fiihrt.

Damit bleibt noch der Fall « = B zu untersuchen. Mittels (2.39) erhalten wir ¢* =
fol fx(y) dy fir groe x und wieder mittels des Satzes von Beppo Levi die Konvergenz
gegen || 7 ||; , das heif8t fiir grofe x

1 1
L@ dy= [ (1 -o)/ @ [[o])) d.

Die Abbildung <y (-) ist positiv und v(-)/(2] v ||,) gleichm&Big kleiner als 1, sodass

={1—-0(-)/(2]|v|y)}" fast-tiberall und damit v = 0 fast-iiberall folgt. Da v stetig
ist, muss v schon der konstanten Null-Abbildung entsprechen, was der Annahme des
Satzes widerspricht.

Schritt 2: In diesem Schritt betrachten wir diejenigen v mit v,, > 0. Erneut nehmen wir

an, dass o, > 0 mit G 2 1/0Wei (B) — v, existieren. Wir setzen G(x) := G(x — vy)
und bemerken, dass nach Lemma 2.3.12 G e G gilt, da trivialerweise v,, < v, er-
fiillt ist. Jedoch entspricht der rechte Randpunkt von G der Null und damit folgt
insbesondere 3, = 0. Damit haben wir o, > 0 gefunden, sodass fiir G € G die

Verteilungsgleichheit G L 1/0 Wei (B) erfiillt ist, ein Widerspruch zu Schritt 1. ]

Die speziellen Verteilungsfunktionen aus (2.38) bilden eine Subklasse von G, wel-
che einen rechten Tail besitzt, der exakt und damit insbesondere asymptotisch von
Weibull-Gestalt ist. Eine sich daraus ergebende Fragestellung ist, ob sich dieses Re-
sultat, wie etwa die Disjunktheit zu der GEV-Klasse, auf die gesamte Klasse G er-
weitern ldsst. Diese Frage werden wir im Folgenden negativ beantworten. Dabei wer-
den wir ein konkretes Gegenbeispiel angeben und anschliefiend ausgehend von die-
sem Beispiel eine Klasse identifizieren, welche gerade nicht die oben genannte Tail-
Asymptotik erfiillt.

Beispiel 2.3.15.

Setzew(-) =0, h(:) =1, « =1, und v(y) := 1(y > 0) -exp(—1/y) € C([0,1]). Dann
besitzt G fiir diese konkrete Wahlen den rechten Randpunkt 0 und fiir alle ¢, > 0
gilt

TR el c] GO {°° B>1 (2.40)

©0 1—Wei () (ox) |0 ,B<1’

Insbesondere ist der Tail von G nicht asymptotisch dquivalent zu dem Tail einer
Weibull-Verteilung und damit auch nicht zu einer GEV-Verteilung.

Beweis. Der Bemerkung 2.3.10 entnehmen wir, dass v, und damit 0 der rechte Rand-
punkt von G ist.
Wir rechnen

1 1AN—=1/log x
10 = [ —exp(=1/myady= [ x—exp(=1/y) dy.
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Firx | 0gilt 1A —1/logx = —1/logx, sodass aus Obigem

X

—1/logx
I =tz w1y dy

folgt, wobei J(0) = 0. Damit ist ] differenzierbar mit Ableitung

J'(x) = (1 —1logx)/log*(x) —1/log*(x) = —1/logx = 1/ |logx|, wobei fiir den
zweiten Summanden der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung angewandt
wurde.

Eine Anwendung einer Regel von L'Hospital generiert

) 1—G(x . 1—exp(—J(x)
1;%)1 1 — Wei ([g) )(Ux) - I;ﬁ)l 1— expp((— ((fx)ﬁ))
e @) S )
210 exp(—(ox)P) - oPBxP~1  xjo oPBxP]
i 1 R {oo B>1
0 |logx|-xP~1 B-of 0 ,p<1’
womit die Behauptung gezeigt ist. O

Wie vor dem letzten Resultat angesprochen, ldsst sich die Klasse erheblich vergro-
Bern.

Satz 2.3.16.
Fiir Verteilungen G der Klasse G, welche die zugehorige Funktion
v(y) :=1(y > 0) -exp(—1/y) besitzen, gilt Gleichung (2.40), das heifit

lim 1—G(x) ) B>a
0 1—Wei(B) (0x) |0 ,B<a’

(2.41)

fiir B > 0 und a > 0 als Parameter der Verteilung G.

Beweis. Die Beweisstrategie folgt der aus dem vorigen Beispiel. Das heifst, wir etablie-
ren eine Leibniz-Regel, um dann mittels einer Regel von L'Hospital die Grenzwertaus-
sage zeigen zu konnen. Der Beweis wird sich hier als aufwendiger herausstellen, da
fiir « < 1 Singularitdten innerhalb eines Integrals auftreten. Ohne Einschriankung sei
der rechte Randpunkt beider Verteilungen als Null vorausgesetzt.

Schritt 1: Es gilt fiir die Tails

1-G(x) _ 1-ep(-J(=x) _ 1-exp(-/(x))
B

1—Wei(0,c,B) (x) 1—exp(—(—cx)f) 1—exp(—(cx)
exp(—J(x)-J'(x) 1 J&)

~ exp(—(cx)B) - BcPxB—1 " BcB  xB-1

(2.42)
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fiir x nahe Null, falls J(+) in einer Rechts-Umgebung von 0 differenzierbar ist.
Schritt 2: In diesem Schritt zeigen wir die Gleichung

—1/logx
1= [ ) (e ep(-1/m) @)

fiir x nahe Null mit J(-) aus (2.25) und v(y) = h(y) - exp(—&(y)/«). Das heifit die
Ableitung nach x darf in das Integral hineingezogen werden, eine Leibniz-Regel.

Sei h > 0, es gilt fiir x nahe Null x > exp(—1/y) genau dann, wenn y < —1/logx,
sodass

J(x+h) —J(x)
h
_ /O—l/logx’)/(y) (xth- exp(—l/y))h — (x —exp(=1/y))
~1/log(x-+h) (x+h—exp(=1/y))*
/1/logx ’Y(y) h
=: Th(x) +Rh'

dy+

dy

Zunichst zeigen wir die Konvergenz von R, gegen Null fiir 1 | 0 :

1 1
— < . CpeL -
Rl =R < 190 2 (o = o)

_ [7() lleo _ log(x +h) —log x
log x - log(x + h) hl—«
IOl 1/
log?x (1—a)-h*

hl0
1000,

Mit dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung erhalten wir fiir ein 6 := ), €[0, 1]

T = [ a(y) - (ot 0 exp(-1/y) dy
- /ol/logxm(y) - fu(y) dy.

Offensichtlich gilt die punktweise Konvergenz von f;(x) — (x —exp(—1/y))* . Es
ist also noch eine (in /) gleichmiflige integrierbare Schranke anzugeben.

Falls a > 1, so gilt f,(y) < (x +1—exp(—1/y))* ' € L}([0, —1/logx]).

Fallsa < 1,s0gilt f;(y) < (x —exp(—1/y))*"!, wobei noch zu zeigen ist, dass letzteres
Integral integrierbar ist.
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Mittels der Substitution y = —1/ log u erhalten wir

1

R S —
y-log?y "

—1/logx a1 B x et
| a—ew- tay = [ —y)

Da ohne Einschriankung x < 1 angenommen werden kann, miissen wir lediglich die
Singularitdten in 0 und x untersuchen. Dafiir sei 0 < ¢ < x und wir dreiteilen das
Integral I:

€ 1 x 1
I:/ (x—y)“’l-izdy—i—cx,g—i—/ (x—y)“’l-izdy:: I +cxe + .
0 y-log’y x—¢ y-log'y

Fiir die Behandlung des ersten Integrals nutzen wir die Transformation u = logy,
sodass

€ loge —
h<Geog s [ dy=dg [ Lay= T <
0 ylog y — Y logs

Beziiglich des zweiten Integrals gilt
X

1 X _ (x —y)~ X
I / . a—1 dy = ; |::| =l — < .
2= (x —¢) - log?(x — ¢) x—e(x y) Y= e & Jxe e 5%

N

Damit ist I integrierbar, da der innere Teil ¢ := || ex—e (X — y)“ 11/ (y - log?y) dy als
Integral einer stetigen Funktion iiber ein Kompaktum endlich ist.

Damit ist auch fiir den Fall « < 1 die Existenz einer integrierbaren Majorante bewiesen,
sodass aus dem Satz von der dominierten Konvergenz

—1/logx
T =% [ av(y) - (x = exp(=1/9))* " dy

folgt, wobei y(-) bei der Schrankenfindung vernachlédssigt werden durfte, da es als
stetige Abbildung auf einem Kompaktum unabhdngig von h durch ihr Maximum ma-
jorisiert werden kann.

Analog kann man fiir den Fall & < 0 verfahren, sodass wir insgesamt die Zielglei-
chung (2.43) bewiesen haben.

Schritt 3: Setzen wir die Gleichung (2.43) in die anfingliche Gleichung (2.42) ein, so
folgt fiir f <aund a > 1

/ —1/log x _ a—1
PO <ala@lorr [ (1- 2RIy

xP-1 x
x—p o
X < 1 x0,
~ —logx T logx
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Im Fall B < a und a < 1 teilen wir das Integral auf:

]' (x) < B / 1/1°gx< exp(—l/y)>m1 dy
xp-1 ~ X
a—1 1
— P / 1-Y d 244
03 e (2.44)

x/2 a— g .
:xa—ﬁ.{/o (1_%) 1-ylolgzydy+ x/2< _9 1'y101gzydy}

Das erste Integral ldsst sich mit der bekannten Substitution u = log y behandeln:

1 <

1 qlog(x/2) 1 -1 %10
— 201 '/700 y2 ay = 2¢=1 . Jog(x/2) —0

Fiir das zweite Integral gilt

2 x A 2 —X xl0
< - @ . 1—< - . AN
Jo= xlog?(x/2) /x/z < x) Y xlog?(x/2) a2*

Beide Konvergenzen in die Gleichung (2.44) eingesetzt ergeben den ersten der Teil der
Behauptung in (2.41).
Im Fall B > a und & < 1 ldsst sich wie folgt argumentieren:

]/<X) B / 1/log(x < exp(—l/y))v61 dy

xP-1 1/1og(x/2) x
wp 1 logx—log(x/2)
2¢=1 Jogxlog(x/2)
_log(2) x*P x10
2«1 logxlog(x/2)

> X

Der Fall B > a und & > 1 funktioniert dhnlich, sodass aus den Konvergenzen gegen
unendlich in (2.42) eingesetzt die zweite Behauptung in (2.41) folgt und der Beweis
abgeschlossen ist. O

Zum Abschluss des Kapitels geben wir wie in der ersten Asymptotik ein starkes
Gesetz an.

Satz 2.3.17 (Starkes Gesetz fiir die zweite Asymptotik).
In der Situation aus Theorem 2.3.7 gilt M, hA uo.

Beweis. Der Beweis kann mittels dhnlicher Ansidtze und Ideen wie der von Satz 2.2.14
gefiihrt werden, sodass wir ihn an dieser Stelle nicht ausfiihren. &
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3 Statistische Modellierung

In diesem Kapitel untersuchen wir eine konkrete Subklasse der als Grenzwert in 2.3.7
auftretenden Verteilungen, deren Verteilungsfunktionen eine explizite Form anneh-
men und welche bereits aus 2.38 bekannt ist. Weiterhin umreifien wir die Block Ma-
xima Methode im Fall von unabhingig und identisch verteilten Zufallsvariablen. Wir
diskutieren sie fiir den Fall von nicht identisch aber unabhingig verteilter Beobach-
tungen und im Hinblick auf den Grenzwertsatz in Theorem 2.3.7.

3.1 Das explizite Stein’'sche Modell

Wie in (2.38) gezeigt, geht aus den Wahlen von v(y) := |y —1/2]|, u = 0 und Reduk-
tion der Funktionen auf Konstanten die Verteilungsfunktion

exp{ 2 (=) = (—x—1/2)*)} x<-1/2

at1
Gan(X) = 4 exp —%(—x)““} ,—1/2<x<0,
1 ,0< x

und die Wahrscheinlichkeitsdichte

Sa(X)
20 ((—x)* — (—x —1/2)%) exp{—% ((—x)*1 = (—x — 1/2)«“)} x < —1/2
= Zh(—x)”‘-exp{—a%‘l(—x)““} ,—1/2 <x <0,
0 ,0<«x

hervor. Ein Einfithren von Lokations- und Skalenparameter u beziehungsweise ¢ re-
sultiert in der Verteilungsfunktion

exp{ &5 ()1 = (= 1/2)1) | x< =54y
Go := Gupuo(x) :=  exp —%(”;x)"‘“} =St u<x <y,
1 M <x

(3.1)
und der Dichte g := gy 0 (X) = gun((x —p)/0) /0, wobei 0 := («,h, pu,0)
€ (R*)2x R x Rt =: O
In Abbildung 3 sieht man fiir verschiedene Parameter « und / die Dichten g, ab-
getragen. Es ist aufféllig, dass die Dichten fiir « < 1 im Punkt der Strukturdnderung
x = —1/2 nicht glatt verlaufen.

Definition 3.1.1.
Mit &g bezeichnen wir das aus Xj,..., Xy unabhdngig und identisch nach Gy aus
(3.1) verteilt hervorgehende statistische Modell, wobei («,h, i, 0) € O unbekannte
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Alpha = 0.5 \ Alpha =1 Alpha = 2

1.2

0.9

0.6

0.3

0.0

h: —1 — 15

Abbildung 3: Dichten der G, j,— Verteilung fiir verschiedene Formparameter o und h.

Parameter sind. Das heiit X = RN, B = B(RN) und P = {Gy™: 0 € O }. Dabei
gilt N € IN>; und wir nennen das Modell explizites Stein’sche Modell.

Betrachtet man den rechten Strukturbereich der Verteilungsfunktion aus (3.1), so
tallt auf, dass der Formparameter /1 zu einem Skalen- beziehungsweise transformierten
Ratenparameter degeneriert. Wir werden im ndchsten Lemma sehen, dass das Modell
& identifizierbar ist, woraus wir folgern konnen, dass / im linken Strukturbereich
keine alleinige Skalierungsfunktion innehat. Das Verhalten im rechten Tail fiihrt jedoch
dazu, dass eine gewisse Unschirfe in der Schiatzung von h zu erwarten ist. Dieses
Modell beziehungsweise diese Wahl von v(-) bringen den sofort ersichtlichen Vorteil
mit sich, dass die Verteilungsfunktion Gy eine explizite Darstellung besitzt, das heifst
es ist gelungen das Integral J(-) in elementarer Form darzustellen. Dies ist bereits fiir
sehr einfache Wahlen von v(-) wie v(y) = (y — 1/2)? nicht mehr moglich.®

Lemma 3.1.2.
Das Modell Eg aus Definition 3.1.1 ist identifizierbar.

Beweis. Fiir den Beweis nutzen wir Lemma 1.1.35, weswegen es reicht Identifizierbar-
keit des Basismodells { G, ;: «, 1 > 0 } und Typenfreiheit von £ zu zeigen.
Seien also zundchst a1, a2, hy,hy > 0 mit G, 4, = Gg,n, gegeben. Daraus folgt fiir
x € |-1/2,0[ die Beziehung exp{—2h1/(a; +1) - (—x)¥*1} = exp{—2ha/(az + 1) -
(—x)%*1}, woraus hy/hy - (a1 +1)/(az +1) = (—x)*~* auf dem genannten Bereich
folgt. Da die linke Seite konstant in x ist, folgt a; = & und daraus dann nach Einset-
zen h; = hy. Damit ist das Basismodell identifizierbar.

O

Auch wenn eine explizite Darstellung der Momente bisher nicht gefunden wurde,
lassen sich zumindest Schranken angeben, womit alle Momente existieren.

® Dies ist auch der namensgebende Grund fiir das explizite Stein’sche Modell.
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Satz 3.1.3 (Momentenschranken fiir G, j,).
Sei X fiir a,h > 0 nach G, j, verteilt und k > 1. Dann gelten die Schranken

E[|Xk|]§ca,h-l“<k+1 2" ”‘h) +2—“h+’5a,h-fy<1+“i1,2—“ai1> (a < 1)

k h ah k., h
[|X y]<cah r<1+ >+2“ G 7(1+a+1,2 “H) (a > 1).

Dabei sind c, j,, Cy , Co iy pOSitive von a, h abhingige Konstanten, welche aus dem Beweis her-
vorgehen und

t

I'(s,t):= /too ¥ loexp(—x) dx (s, t) = /0 ¥ 1exp(—x) dx

fiir Re(s) A Re(t) > 0 die unvollstindige obere beziehungsweise untere Gammafunktion.

Beweis. Zundchst schreiben wir

E[|X¥] = E[|X*| - 1{X < —=1/2}]+E[|X}] - 1{X > —-1/2}] = [ + .

Wir behandeln zunéchst die zweite Erwartung I, da sie unabhédngig von « exakt be-
stimmt werden kann. Mittels der Substitution u = 2h/ (a + 1) - x**! gilt

1/2
I, =2h / XK exp (_txz—l—hl “H) dx

“*h/(a k/(a+1)
_/ I/ (a+1) (a-l—l) 2D exp(—x) dx
k/(a+1)
:(oc+1> .7(1_1_ k e h )
2h a+1 a+1

In der Behandlung der ersten Erwartung beginnen wir mit dem Fall « < 1:
Wegen der Tatsache x* — y* < (x —y)* fiir 0 < y < x kénnen wir abschitzen

B —-1/2 ¢ . N 2h atl a+1
=2 [ U (e - - v2rep{ = 2 (G0 = (ca-1/20) |
a2+hl<x¢x+l_(x_1/2)m+1>} dx
< 2h-/ 2""xk-exp{—2*“hx“} dx+2""h

1

7 [ 2 k+1—a
== /27 \ (hl/"‘> xH1=0)/& Caxp(—x) dx +27%h

< 2h- 2k, exp{—

k+2—
— zlmhl(kﬂ)/ﬂé T (kl_l - th> 4+,
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Dabei wurde das Integral am Punkt 1 aufgeteilt und das Integral von 1/2 bis 1 mittels
der Grenzen abgeschidtzt. Auf Argument der Exponentialfunktion des verbleibenden
Integrals wurde der Mittelwertsatz angewandt und die Abschidtzung x — 6,/2 > x/2
fir 0 < 0, <1 < x genutzt. Im zweiten Gleichheitszeichen wurde eine Substitution
genutzt.

Im Fall « > 1 rechnen wir:

I
=2h- o xkﬁ(x —0 /2)¢x—1 -exp _ﬂ ((_x)uH—l —(—x— 1/2)oc+1) dx
172 2 * a+1
<ah- /1 L exp (—27%hx®) dx + %
_o [T 2 X\ ah
=ah ) ai? (7)) ep(n it 5
20(+k k h ah
=gt <1+1x'2‘"> BT

In der ersten Gleichheit wurde der Mittelwertsatz angewandt, in der ersten Unglei-
chung das Integral am Punkt 1 aufgeteilt und dhnlich wie im Fall « < 1 abgeschatzt.
Die vorletzte Gleichheit nutzt wieder eine Substitution. O

Die Verteilungsfunktion aus (3.1) besitzt drei verschiedene Verhaltensbereiche. Da-
her ist es naheliegend die Regularitdt in den ausgewiesenen Wechselstellen zu unter-
suchen. Wir betrachten hier die Regularitit in den rechten Randpunkt hinein nicht
genauer, formulieren sie jedoch ohne Beweis nach diesem Lemma.

Lemma 3.1.4 (Regularitit von gg).
Sei gp wie oben gegeben. Dann gilt gg € C* (] —00,0[) und gy ist nicht |a| + 1 mal differen-
zierbar. Dabei bezeichne |- | hier die echte Gaufiklammer, das heifst

|x] :=max{ze€Z:z<x}.

Beweis. Da gg aus g, lediglich durch Reskalierung hervorgeht, reicht es die Behaup-
tung fiir g, », zu zeigen.

Offensichtlich gilt g, € C*(]—o0, —1/2[ U ]—1/2,0[), sodass sich die Untersuchung
auf die Stelle x = —1/2 reduziert.

Schritt 1: Wir zeigen g, , € C*(]—oo, u[) fiir k < |a] . Um die Notation fiir den Beweis
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3.1 Das explizite Stein’sche Modell

zu vereinfachen, setzen wir

2h

m ((_x)a—l—l _ (_x . 1/2)a+1)}

filx) o= 20 ((—x)* — (—x 1/2>“>exp{—

fr(x) :=2h(—x)" - exp{—‘xz_f1 (—x)"‘“}
fi(x) :=2h- (—x)*

fo(x) :=2h-(—x—1/2)"

g1(x):= — ocz—fl (—x)et!

fox) = — 2l (x =172,

sodass fi(x) = (fi(x) = f2(x)) - exp(g1(x) = g2(x)) und fr(x) = fi(x) - exp(g1(x))-
Damit erhalten wir also f;(x) = f;(x) - exp(—g2(x)) — fa(x) - exp(g1(x) + g2(x)).
Zuniéchst untersuchen wir die linksseitige Ableitung mittels Induktion, wobei wegen
der Stetigkeit von g, , in —1/2 fiir & < 1 nichts zu zeigen ist. Sei also @ > 1, so erhalten
wir durch die letzte Gleichung folgende Darstellung

k 1 .
90 = TTA (%) - (exp(—ga(x))“™" (3.2)
i—0
k ‘ .
_ rgfz(z)(X) . (exp(gl(x) _ gz(x)))(k*l).

Fiir i <k gilt limy+_1 /5 (exp(—g2(x))) =) — 0 und fir i <k:limg_q/, fz(i)(x) = 0. Da
die anderen Faktoren in einer Umgebung von —1/2 beschréankt bleiben, folgt daraus
und aus den Tatsachen f, € C®(]—00,0]), g» € Cl*I(]—0c0, —1/2])

Jim f9) = £9(-1/2) 1-0= £9(-172).

Damit, dem Mittelwertsatz und vollstandiger Induktion folgt

o 1V 12-0) - N (-172)
510 —0

=tim f(-1/2-5-2;) = (-1/2),

wobei 5 €[0,1] und die Induktionsvoraussetzung fiir k — 1 genutzt wurde. Wegen
fr € C=(]—o0,0[) folgt trivialerweise die Gleichheit der rechtsseitigen Ableitung und
die Aussage des Schrittes 1 ist bewiesen.

Schritt 2: Fiir « ¢ IN zeigen wir, dass g, nicht |« | + 1—mal differenzierbar ist.
Innerhalb von (3.2) wird der Term fz( L2]+1) (x) wird fir x T —1/2 unbeschrinkt. Da alle
anderen Terme beschrankt sind, folgt die nicht-Existenz der linksseitigen Ableitung im
Punkt —1/2.
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3.2 Die klassische Block-Maxima Methode

Schritt 3: Die Aussage aus Schritt 2 bleibt fiir « € IN zu zeigen: Also zeigen wir, dass
8an in —1/2 nicht «—mal differenzierbar ist. Dafiir vergleichen wir die linksseitige und

rechtsseitige Ableitung. Betrachten wir fl(“) (x), so entnehmen wir der Darstellung aus
(3.2), dass nur die Terme mit i = « einen Beitrag liefern. Es gilt daher

: @)y _ @), 4 gl _ 2k
im0 =172 1= (0 (-1/2) - exp (- 52

= W (=1/2) = 2n(—1)" - alexp <—062h2“1) .
Daraus schliefien wir

eV (=172-68) = 2V (=1/2)
510 —0

= ™ (=1/2) — 21(~1)" - a! - exp (—

= tim £ (~1/2 -6 ¢,)
2h g (@) _
) AR

0 (1/248) - 27V (<1/2)
610 6 !

sodass g, in —1/2 nicht x—mal differenzierbar ist. O
Fiir die Regularitét in den rechten Randpunkt hinein gilt:

Bemerkung 3.1.5.
Sei gy wie oben gegeben. Dann gilt gg € Cl*/(]—1/2, u[) und g ist nicht |a] + 1 mal
differenzierbar. Dabei bezeichne |- | hier wie oben die echte GauSklammer.

Beweis. Dies kann mittels dhnlicher Uberlegungen wie im Beweis von Lemma 3.1.4
gezeigt werden und wird hier nicht ausgefiihrt. S

3.2 Die klassische Block-Maxima Methode

Die Block-Maxima Methode im klassischen Kontext bezeichnet eine auf Gumbel, sie-
he [Gumbel], zuriickgehende Anwendung des Fisher-Tippet Theorems auf ein suba-
symptotisches Modell. Folgende Darstellung folgt [Beirlant et al. S. 132 ff.] und [Dom-
bry und Ferreira].

Bemerkung 3.2.1 (Die Block-Maxima Methode im u.i.v. Fall).

Seien n,m € N und Xj,..., X;., unabhidngig und identisch verteilte Zufallsvaria-
blen, die im Max-Anziehungsbereich einer Extremwertverteilung liegen. Wir unter-
teilen die endliche Folge der Zufallsvariablen in m viele Blocke der Grofse n, das
heifst B; := (Xl+n_(j,1),...,Xn.j) fir 1 < j < m. Uber diese Blocke bilden wir wie-
derum das Maximum, um so das Block-Maximum M, := maxB; fir 1 < j < m
zu erhalten. Nach dem Fisher-Tippet Theorem existieren von n abhidngige Konstanten
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3.2 Die klassische Block-Maxima Methode

by, € R, a, > 0und ein ¢ € R fiir die

M, —bn 4

an n—

—~GEV(0,1,§) (1<j<m)

gilt, wenn wir die endliche Folge an Zufallsvariablen mit unabhingig und identisch
verteilten Zufallsvariablen auffiillen. Zu bemerken ist hier, dass die normalisierenden
Folgen gleichméfiig unterhalb der Blocke sind und der Grenzwert in n also bedeu-
tet, dass die m Blocke in ihrer Grofle gegen unendlich streben. Obige Gleichung ladsst
sich fiir hinreichend grofle n zu M;, ~ a, GEV ({) + b, in Verteilung umformulie-
ren, was die Annahme der Verteilungsgleichheit M;, = a, GEV (&) + b, nahelegt. Die
Block-Maxima Methode besteht nun darin, dass die Verteilungsgleichheit angenom-
men wird, also bereits die Asymptotik im subasymptotischen greift, symbolisch

M, £ GEV (by,a,,8) (1<) <m). (3.3)

Bemerkung 3.2.2.

1. Hierbei ist zu beachten, dass das Fisher-Tippet Theorem natiirlich im allgemei-
nen nicht im endlichen gilt, sodass der Block-Maxima Methode ein systemischer
Fehler folgt, man sagt auch, dass das Modell missspezifiziert sei, siehe [Dom-
bry und Ferreira]. Mithin ist es in der Praxis indiziert vor einer Anwendung der
Block-Maxima Methode die Anpassungsgiite zu betrachten, was beispielsweise
mittels QQ-Plots, Anderson-Darling oder Kolomogorov-Smirnov Anpassungs-
tests bewerkstelligt werden kann.

2. In der Praxis wird diese Methode oft in der Klimatologie angewandt, etwa im
Rahmen jahrlicher Maximaltemperaturen oder maximaler Niederschlagsmengen
pro Quadratmeter [Engeland et al.], aber auch bei wirtschafts- oder versiche-
rungswissenschaftlichen Fragen [Yagiong].

3. Fiir praktische Anwendungen liegt der Nutzen der Methode darin, aus einer be-
kannten Verteilung simulieren zu kénnen, falls die Parameter geschitzt wurden.

4. Eine populdre Alternative zu der Block-Maxima Methode ist die Peak over Tres-
holds Methode, welche nur Beobachtungen beachtet, die einen gewissen Schwel-
lenwert iibertreffen, sogenannte Ekzesse. Auf diese gehen wir in dieser Arbeit
nicht tiefer ein.

5. Die Blocke in der von uns erkldrten Block-Maxima Methode wurden disjunkt
gewdhlt, sodass die Unabhingigkeit gewahrt wird und somit das Fisher-Tippet
Theorem anwendbar bleibt. Es ist auch moglich sich tiberlappende Blocke zu
wdhlen, Sliding Block-Maxima Method, sodass die resultierenden Blocke nicht
mehr unabhéngig jedoch noch identisch verteilt sind. Dieser Ansatz ist infor-
mationserhaltender als die disjunkte Methode, da aus derselben Zeitreihe mehr
Maxima extrahiert werden konnen. Tatsdchlich kann ein Schéatzer, der auf dieser
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3.2 Die klassische Block-Maxima Methode

Methode basiert asymptotisch effizienter sein als ein auf disjunkten Blocken ba-
sierender Schitzer, siehe dazu zum Beispiel [Biicher und Segers(b)]. Wir weisen
darauf hin, dass in dieser Arbeit immer die disjunkte Methode gemeint ist, wenn
von einer Block-Maxima Methode gesprochen wird.

6. Die Wahl der Anzahl der Blocke m ist nicht unerheblich fiir die Giite eines Schét-
zers. So ist es naheliegend, dass extreme Wahlen wie m = 1 oder m = m - n im
Allgemeinen ineffizient sind, da im ersten Fall lediglich ein grofser Block und im
anderen Falle nur Blocke der Grofie 1 gebildet werden, sodass die Asymptotik
aus dem Fisher-Tippet Theorem nicht greifen kann. Tiefer wird darauf in [Bii-
cher und Zhou, S. 4] eingegangen und wir verweisen an dieser Stelle lediglich
darauf.

Das zugrundeliegende Ziel die Verteilung eines Block-Maximums M; zu schitzen
wird im Rahmen der Block-Maxima Methode wie folgt erreicht.

Bemerkung 3.2.3 (Schitzen von Parametern).

Nach (3.3) wird angenommen, dass die Blockmaxima exakt einer GEV-Verteilung fol-
gen, sodass eine Schiatzung der Verteilung der Blockmaxima iiber eine Schitzung des
Formparameters (Extremwertindex) ¢, des Lokationsparameters b,, und des Skalenpa-
rameters a, erreicht wird.

Populédre Methoden dafiir sind der Maximum-Likelihood Schétzer und der gewichtete
Momentenschiitzer, siehe [Hoskin et al.], wobei letztere Methode eine Verallgemeine-
rung der klassischen Momentenmethode darstellt, auf die nicht weiter eingegangen
werden soll.

Aus der Definition der GEV-Verteilung 1.2.2 errechnet sich die Log-Likelihood Funk-
tion eines Samples x der Grofie N als

0x(0)
e () (s ) £ e 552)
falls x1.y > p — 0 /& und ¢ # 0, beziehungsweise
£x(0)
1 al Xi—H N Xi— U -1/¢
——N10g0—<§+1>-i2110g<1+é‘- - >—i1<1+€- 5 > ,
falls ¢ = 0.

Wie bereits unter Beispiel 1.1.45 umrissen, hiangt der Trdger der Verteilung von den
Parametern ab, sodass die klassischen Regularitdtsannahmen aus [Cramér, Abschnitt
33.3] nicht gegeben sind, was die Herleitung von Existenz und Giitekriterien auf-
wendig gestaltet. Wobei zumindest fiir kompakte Parameterbereiche aufgrund der
Stetigkeit der Likelihood-Funktion die Existenz gesichert ist. Wir bezeichnen diesen
Maximum-Likelihood Schétzer als 8ggy.
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3.3 Die Block-Maxima Methode im expliziten Stein’schen Modell

Bemerkung 3.2.4 (Schitzen von Quantilen).

Nach einer Schdtzung der Parameter der GEV-Verteilung lassen sich g—Quantile fiir
g € ]0,1[ durch Invertieren der Verteilungsfunktion und einsetzen der Schitzwerte
beziehungsweise von g schédtzen. Dabei ist die Quantilfunktion der GEV-Verteilung
wie folgt gegeben

M—OIOg(—IOg(l—q)> 6=0

GEV (1,0,8) " (9) = '
WO D7 s g (o - ) F -1} L5 #0

(3.4)

-1
Damit ist GEV <9G) (g) ein Schétzer fir das g—Quantil der Block-Maxima.

Bemerkung 3.2.5 (Giite des Maximum-Likelihood Schétzers in der Blockmaxima Me-
thode).

Der Maximum-Likelihood Schétzer erfiillt unter gewissen Kriterien asymptotische Gii-
teeigenschaften, jedoch ist selbst die Existenz nicht offensichtlich. So gilt in der Tat,
dass die Log-Likelihood Funktion im Allgemeinen kein globales Maximum annimmt,
siehe [Dombry]. Fiir lokale Maxima ist dann die Bezeichnung Pseudo-Maximum-
Likelihood Schitzer geldufig.

Fiir den Maximum-Likelihood Schétzer ohne Bedingung zweiter Ordnung im misss-
pezifierten Modell wurde fast-sichere Existenz und starke Konsistenz fiir { > —1 in
[Dombry, Theorem 2] gezeigt und die Existenz fiir { < —1 widerlegt.

Asymptotische Normalitdt unter der Voraussetzung, dass das Sample unabhingig und
identisch GEV-verteilt ist wurde fiir ¢ > —1/2 in [Biicher und Segers(a), Proposition
3.3] gezeigt, wobei Kompaktheit des Parameterraumes angenommen wurde. Dass fiir
¢ < —1/2 keine asymptotische Normalitdt gilt, wird unter anderem von Beispiel 1.1.45
nahegelegt.

Die asymptotische Normalitdt im missspezifierten Modell wird mittels Bedingungen
zweiter Ordnung behandelt, wobei die Bedingung erster Ordnung die Zugehorigkeit zu
einem Max-Anziehungsbereich bezeichnet und davon ausgehend dquivalent umfor-
muliert wird, siehe [Dombry und Ferreira]. In demselben Artikel wurde auch gezeigt,
dass fiir { > —1/2 auch in der missspezifierten Situation die Normalitat vorliegt, siehe
[Dombry und Ferreira, Theorem 2.1].

3.3 Die Block-Maxima Methode im expliziten Stein’schen Modell

Die Block-Maxima Methode lidsst sich auch in Situationen von nicht identisch verteil-
ten zugrundeliegenden Zufallsvariablen anwenden.

Bemerkung 3.3.1.

Seien fiir n,m € IN unabhédngige Zufallsvariablen Xj,..., X;,., gegeben, welche die
Grenzwertrelation aus Theorem 2.3.7 erfiillen. Damit sind die Zufallsvariablen ins-
besondere nicht-stationér, sodass wir sie mit X;; fir 1 < i < mund 1 < j < n
identifizieren. Das heifit wir haben m Zeitreihen der Lange (Blockgrofie) n gegeben.
Erneut setzen wir M;,, := max(Xj1, ..., Xj) als das Block-Maximum iiber den j—ten
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3.3 Die Block-Maxima Methode im expliziten Stein’schen Modell

Block, wobei 1 < j < m. Nach dem zweiten Grenzwertsatz Theorem 2.3.7 existiert eine
normalisierende Folge G,, > 0 mit
M, —u d
n = ;
e — = Gan (1<j<m).
Dabei kann dieselbe Folge G, fiir alle j gewidhlt werden. Wie in der klassischen Situa-
tion bedeutet diese Konvergenz fiir grofie n, dass M;, nahezu wie Gy, - G, j, + u verteilt
ist. Man nimmt also im Rahmen der Block-Maxima Methode im Stein’schen Modell
an, dass bereits subasymptotisch die Verteilungsgleichheit gilt, das heift

d .
Mj,n:Gn'Ga,h+u (1§]§m)

Bemerkung 3.3.2 (Schidtzen von Parametern).

Die Annahme, die Blockmaxima folgen genau der Gg—Verteilung, fithrt wie in der
klassischen Block-Maxima Methode dazu, dass wir anstelle der tatsdchlichen Ver-
teilung der Blockmaxima den Parameter 6 schitzen, sodass wir ein parametrisches
Schitzproblem identifiziert haben. Das Modell &g erfiillt zwar nicht die klassischen
Regularitdtsbedingungen, aber dhnliche wie das GEV-Modell und dhnelt diesem auch
stark. Dies deutet darauf hin, dass der Maximum-Likelihood Schétzer asymptoti-
sche Giitekriterien erfiillt. Wir stellen im Folgenden daher den (Quasi-) Maximum-
Likelihood Schétzer fiir dieses Modell vor.

Man beachte, eine (verallgemeinerte) Momentenmethode erscheint initial zielfithrend,
da sie im Rahmen des GEV-Modells erfolgreich ist. In diesem Fall findet jedoch eine
Verdanderung der Form der Verteilungsfunktion im Punkt —c /2 + u statt, welcher also
von Parametern des Modells abhédngt, wodruch insbesondere im linken Strukturbe-
reich keine explizite Bestimmung der Quantilfunktion moglich ist. Dies fiihrt zu einer
Komplikation bei der Momentenbestimmung, sodass dieser Ansatz hier nicht weiter
verfolgt wird.

Ein analoges Resultat zum Pickands-Balkema-de Haan Theorem wurde noch nicht
etabliert. Auch diesen Ansatz werden wir nicht weiter verfolgen.

Wir merken an, dass die Existenz eines Pseudo-Maximum-Likelihood Schitzers aus
der Stetigkeit der Likelihood-Funktion, siehe (3.5), gefolgert werden kann. Die globale
Eindeutigkeit ist nicht untersucht. Weiterhin wurden noch keine theoretischen Resul-
tate zu der Giite des Schitzers etabliert. Praktische Untersuchungen asymptotischer
Eigenschaften im Rahmen von Simulationsstudien werden im vierten Kapitel durch-
gefiihrt.

Bemerkung 3.3.3 (Maximum-Likelihood Schiatzung).

Wir nehmen an, dass die Verteilungen der Blockmaxima dem Modell £g entstammen;
wohl wissend, dass wir hier eine konkrete Missspezifikation billigen.Im Folgenden
nutzen wir die Notation x := (¢ — x)/0. Aus der Gestalt der Verteilungsfunktion in
(3.1) bestimmen wir die Likelihood-Funktion abhdngig von einem Sample x der Grofie
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3.3 Die Block-Maxima Methode im expliziten Stein’schen Modell

1 als
Lx(6) (3.5)
I (xf — (x§ —1/2)%) -exp{—%- (xg‘“ — (xp — 1/2)”‘“)} X< =%+u
- %'xg'exp{—%-%‘“} s tu<x<up-
0 M <x

Fiir ein Sample x = (x1,...,xn) der Grole N hat die Likelihood-Funktion wegen der
Gestalt des Modells die Form Ly () = [T, L,.(6).

Daraus ergibt sich die Log-Likelihood Funktion, wieder zundchst fiir Samples der
Grofde 1, als

€(6) (3.6)
log<%) +log (x4 — (x§ —1/2)%) — 2 - (xg“ — (xp — 1/2)"‘“) X< —54u

= log(%)—i—a-log(xg)—%-xg“ e tu<x<p-
—00 U< x

Aus Rechenregeln des Logarithmus’ folgt fiir Samples der Grofse N die Gestalt

0(0) = TN, £,,(6):

Ein Ableiten der Log-Likelihood Funktion fithrt zu der Score-Funktion. Wir nutzen
die abkiirzende Schreibweise lex(G)(l) = 0ily(0) - {x < —0/2+ pu} und

0ilx(0)@ 1= 91,(0) - 1{—0/2+pu < x < p}, sodass 9;lc(0) = 9;l:(6)V) + 9;1,(6)?,
wobei j € { &, h,u,0}. Wir erhalten die Ausdriicke

Al (0)) (3.7)
_ log(xp) - x§ —log(xg —1/2) - (xg —1/2)"
xg — (xg —1/2)%
(e +1) {log(x(,)xg+1 —log(xg —1/2)(xp — 1/2)a+1} — x4t (xp — 1/2)0 11
(a+1)2

—2h

(a+1)-log(xg) - x5t — x§t!
(a+1)2

9l (0)? = log(xg) — 2h -
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Bule(6)) = 1 —2. x5 - <;fe+ —11/2>“+1

o)) & 2 -1/

3,l(6)@ = ; i - Zh(-Txg

BoL(0)% = _% B % E ;g‘(ie(;el_/zl);Z)la‘ L 2: (T — xg - (xp — 1/2)%)
aagx(9>(2) _ @ +1+2h- xgﬂ‘

ag

Man beachte, dass in der partiellen Ableitung nach a der Ausdruck xg —1/2 in ei-
ner numerischen Berechnung aufgrund von Maschinenungenauigkeit als nicht-positiv
bestimmt werden kann, sodass diese Pathologie in der Programmierung mittels Kor-
rektursummen behoben werden muss.

Wegen der Stetigkeit der Log-Likelihood Funktion existiert zumindest fiir kompakte

@y C O der Maximum-Likelihood Schitzer, den wir als 85 := <RS, ﬁs,ﬁs, E’s> notie-
ren.

Bemerkung 3.3.4 (Schitzen von Quantilen).

Wie in Bemerkung 3.2.4 lassen sich nach Schitzung der Parameter der Gg— Verteilung
durch Invertierung und Einsetzen g—Quantile schitzen. Hier ldsst sich jedoch im Ge-
gensatz zu Gleichung (3.4) die Verteilungsfunktion nur im rechten Strukturbereich in-
vertieren. Fiir « — oo oder h — 0 gilt Gg(x) — 1, weswegen selbst extreme Quantile fiir
bestimmte Parameterbereiche in den linken Strukturbereich fallen konnen. Dies fiihrt
dazu, dass eine Schitzung der Quantile auf Basis des Maximum-Likelihood Schétzers
implizit erfolgt.
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4 Simulationsstudien

Im folgenden Kapitel fithren wir mittels der Statistiksoftware R Simulationsstudien
durch, die die vorangegangenen Subkapitel illustrieren und erste Tendenzen konkre-
ter Schétzer aufzeigen. Insbesondere untersuchen wir wie gut sich die Grenzvertei-
lung G, an simulierte Zeitreihensamples mittels Maximum-Likelihood Schétzung
anpassen ldsst. Dies wird mit einer Anpassung durch den klassischen GEV Maximum-
Likelihood Schétzers verglichen. Aufierdem werden aus beiden Schitzungen Quantile
geschitzt und Kennzahlen der Schitzer gegeniibergestellt.

4.1 Eine Simulationsstudie im expliziten Stein'schen Modell

Zu Beginn wollen wir Daten simulieren, deren Verteilung exakt einem expliziten
Stein’schen Modell folgt. Ausgehend von solchen Samples implementieren wir meh-
rere Maximum-Likelihood Schétzer, die wir miteinander vergleichen und zuletzt den-
jenigen weiterverwenden, welcher in den Tests die besten Resultate erzielt. Dieser An-
satz ist dadurch motiviert, dass er nicht vom datengenerierenden Prozess abhangt.
Eine Optimierung auf dem spiter angewandten Prozess wiirde nicht bedeuten, dass
er auf anderen dhnliche Giite bewahrt.

Annahme 4.1.1 (Parameterbereiche im expliziten Stein’schen Modell).
Wir formulieren Bereiche fiir die Parameter «, /1, p und o, welche wir im Anschluss
motivieren.

03<a <30, 001<h<10,
—~100 < <100, 1078 <o <10.

Wie bereits angesprochen entspricht die Form der Verteilungsfunktion von Gy aus (3.1)
exakt einem Weibull-Typ mit Formparameter a + 1. Eine Umrechnung in den Parameter
der GEV-Verteilung liefert daher { ~ —1/(a + 1). Der Maximum-Likelihood Schétzer
fiir das GEV-Modell ist jedoch nur fiir ¢ > —1/2 asymptotisch normal und fiir § > —1
(stark) konsistent; vergleiche Bemerkung 3.2.5. Es ist daher sinnvoll { > —1/2 zu for-
dern, was nach der Umrechnungsformel 1.2.3 « > 1 entspricht. Man beachte, dass
diese Umrechnung eine Heuristik ist, da Gg im linken Strukturbereich keinem Weibull-
Typen entspricht. Die rechte Grenze 30 entspricht { ~ —1/31 ~ 0.03, was gewahlt
wird, damit der GEV-Schitzer keine Ubergénge zu einem Gumbel oder Fréchet Typ
schidtzt, was den Bias- und die Varianzbestimmung verzerren wiirde. Die Restriktio-
nen an /i, y und ¢ sind Kompaktheitsannahmen, welche die Existenz eines Maximum-
Likelihood Schétzers garantieren sollen und in spateren Anwendungskontexten besta-
tigt werden sollten. In der weiteren Simulation werden wir nur den Formparameter
« des expliziten Stein’schen Modells variieren. Diesen Weg verfolgen zum einen des-
wegen, da der Parameter /1 in der GEV-Verteilung keine Entsprechung besitzt. Zum
anderen degeneriert der Formparameter /1 im rechten Tail zu einem Skalenparameter,
sodass er hier fiir uns nicht von weiterem Interesse sein soll.
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4.1 Eine Simulationsstudie im expliziten Stein’schen Modell

Bemerkung 4.1.2 (Datengrundlage im spezifierten Modell).

Mittels der Inversionsmethode simulieren wir fiir verschiedene Parameter N = 100,
die einer von den Parameter abhidngenden Gg-Verteilung folgen. Man beachte, dass
hierbei die Quantilsfunktion im linken Strukturbereich der Gg-Verteilung numerisch
bestimmt werden muss, was den Rechenaufwand erhoht. Auf Basis dieser Samples
wollen wir Maximum-Likelihood Schéitzer unter der Modellannahme £ = £ imple-
mentieren; das heifit, hier liegt keine Missspezifikation vor.

Fiir die Implementierung der Maximum-Likelihood Schéitzer haben wir die Pakete op-
timx und nloptr verglichen, welche umfangreichere Funktionalitét als die gewohnliche
optim-Funktion aus dem base Paket bieten, siehe [Nash und Varadhan] und [Johnson].
Dabei hat sich in unseren Studien das nloptr Paket als praktischer erwiesen, da in
diesem untere und obere Grenzen fiir Parameter direkt in die Optimierungsfunktion
tibergeben werden konnen. Dies vermindert die Anzahl von ad-hoc Verdanderungen
an Ziel- oder Score-Funktion, die weitere Ungenauigkeiten produzieren kénnten. Wir
simulieren je a je 250 Samples der Grofie N = 100 wobei a0 € {1,...,10}, woraus sich
10 - 250 - 100 = 25 - 10* Beobachtungen ergeben.

Bemerkung 4.1.3 (Implementierung und Wahl des Optimierungsalgorithmus’).
Damit ein moglichst leistungsstarker Maximum-Likelihood Schitzer fiir das missspe-
zifierte Modell gewdhlt werden kann, wollen wir einige Schédtzer im korrekt spezi-
tierten Model betrachten und anhand eines Kriteriums den bestleistenden von ihnen
auswdahlen. Ziel ist ein datenadaptiver Schitzer, sodass im Rahmen von Annahme 4.1.1
keine weitere Supplementierung von Informationen tiber 6 nétig ist. Die Implemen-
tierung eines auf der Gy-Verteilung basierenden Maximum-Likelihood Schitzers wird
wegen der Abhdngigkeit des Trdger der Verteilung vom Lokationsparameter diffizil,
siehe Gleichung (3.1). Daher existiert die Log-Likelihood Funktion nicht tiberall. Auch
kann der Ausdruck log((¢ — x)/0 —1/2) in ¢, aufgrund von Rundungsfehlern in ei-
ner Simulation singuldr werden, sodass ein Korrektursummand 10~ in der Program-
mierung der Score-Funktion aus (3.7) eingefiihrt wurde. Da die Score-Funktion selbst
auf dem Trager der Verteilung nicht explizit nach Null aufgelost werden kann, muss
die Log-Likelihood Funktion numerisch maximiert werden, weswegen fiir gingige
(lokale) Optimierungsmethoden ein Startwert fiir die Parameter «, 1, y, 0 angegeben
werden muss, von dem aus die Optimierung beginnt. Dabei ist das Finden von ge-
eigneten Anfangswerten fiir die Optimierung essenziell. Die angesprochene Heuristik
Gp ~ Wei (« + 1) ermoglicht es, einen Startwert von a mittels des GEV-Maximum-
Likelihood Schiétzers zu ermitteln, wobei wir hierfiir das Paket evd, siehe [Stephen-
son], nutzen. Es ist moglich, dass der GEV-Schitzer eine Weibull-Beobachtung irr-
timlich als Fréchet-Beobachtung interpretiert, was insofern negativ ware, als dass die
Gy — Verteilung keine Interpretation fiir # < 0 zulédsst. Aufgrund der Annahme an «
konnen wir hier jedoch eine Schranke an den Anfangswert fiir « von « < 15 setzen,
wobei sich letztere Zahl in Simulationen bewdhrt hat.

Der Lokationsparameter u ldsst sich als rechter Randpunkt interpretieren, siehe Glei-
chung (3.1), sodass p 4y := x1.n + 0.2 ein wohlmotiverter Anfangswert ist, wobei der
Summand 0.2 ein Storterm ist, damit gentigend Abstand zwischen dem Maximum der
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Beobachtung und dem Anfangswert fiir ;1 gegeben ist. Andernfalls wiirde die Opti-
mierung aufierhalb des Tragers der Log-Likelihood Funktion, siehe Gleichung (3.6),
beginnen, was zu Fehlern fiithren konnte.

Fiir sinnvolle Werte von h 4, und o4, als Anfangswerte ist ein Ansatz, den Struktur-
wechselpunkt x = —0¢/2 4 u zu nutzen. Dort gilt ndmlich nach (3.1) die Beziehung
Go(—0/2+u) = exp(—2h/(a + 1) -27%71). Stiilnde uns nun ein Verfahren zur Be-
stimmung eines Anfangswertes fiir 04, zu Verfiigung, so konnten wir mittels der
empirischen Verteilungsfunktion G\Q,N(—O'Aw /2 4 pay) als Schatzer fiir exp(—2h/ (x +
1) - 27%71) ansetzen. Da wir bereits a4, gesetzt haben, konnten wir die letzte Glei-
chung somit nach / auflosen und somit 74, finden. Dieses Verfahren hiangt jedoch
mafSgeblich von der Leistung der Wahl von « 4, ab. Die oben beschriebene Wahl von
X4y ist jedoch zu unsensibel als dass sie in diesem Verfahren verldssliche Resultate
erzielt. Aufierdem wurde noch kein Verfahren zur Bestimmung von ¢4, etabliert, so-
dass dieses Verfahren aktuell nicht datenadaptiv nutzbar ist. Unter Annahmen an die
Parameterbereiche, wie in 4.1.1, ist es daher sinnvoller mittels eines Grids von An-
fangswerten beziehungsweise Storungen in diesen zu optimieren. Diesen Weg gehen
wir in der Wahl der Anfangswerte, wobei wir nur in & 4, und h 4, stéren, was sich in
Simulationen als effizient herausgestellt hat. Dabei wéhlen wir als Startwert 04, = 2,
da die Optimierungen sich als unsensibel beziiglich der Wahl von ¢4, herausgestellt
haben.

Wir haben fiir die folgenden Optimierungsalgorithmen einen Schétzer implemen-
tiert: Den Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno ((L)BFGS)-, den DIRECT-L, den Nel-
der-Mead und den BOBYQA-Algorithmus. Der LBFGS- Algorithmus ist ein Quasi-
Newton Verfahren, also ableitungsbasiert, siehe [Nocedal]. Das heifst, man tibergibt
eine analytische Ableitung, die in diesem Fall in Gleichung (3.7) gegeben ist und
mittels des Paketes numDeriv, siehe [Gilbert and Varadhan], auf Korrektheit gepriift
wurde. DIRECT-L ist ein globaler Optimierer, welcher die moglichen Parameter in
Rechtecke aufteilt und anschlieffend in diesen Rechtecken weitersucht. Das L steht
dafiir, dass hier eine Variante genutzt wird, die einen gewissen Zusatzaufwand auf-
bringt, um nach der globalen Suche ein lokales Minimum auszugeben, siehe [Gablons-
ky und Kelly]. Die letzten beiden Algorithmen sind lokale und auch ableitungsfreie
Optimierer. Letzterer basiert auf einer quadratischen Approximation der Funktion, da-
her der Suffix QA und ersterer auf einer Optimierung durch Simplexe, siehe [Powell]
und [Nelder und Mead]. Damit ist eine gute Funktionalitit des BOBYQA Algorith-
mus’ anzunehmen, falls die Zielfunktion zumindest zwei mal differenzierbar ist, wo-
bei der Nelder-Mead Algorithmus auch im Falle nicht-glatter Funktionen funktional
sein kann, siehe [Singer und Nelder]. Alle Algorithmen sind Optimierungsmethoden,
um nicht-lineare Minimierungsprobleme zu behandeln.

Als Testreferenz nutzen wir die Differenz von der Log-Likelihood Funktion in éML
und in dem wahren Parameter 6 fiir die jeweiligen Verfahren, wobei ein Algorithmus
vorzuziehen ist, falls er einen grofieren Wert als die anderen Algorithmen beziiglich
dieser Referenz besitzt. AnschliefSend bilden wir tiber die verschiedenen « je Verfahren
den Mittelwert iiber obiges ¢(8s) — £(6p) und die Varianz iiber letzteren Ausdruck. Ei-
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ne niedrige Varianz ist hier wiinschenswert, da jene auf ein dhnliches Schatzverhalten
tiir Beobachtungen aus derselben Verteilung hinweist. Zuletzt bilden wir die Differenz
aus dem Mittelwert und der Varianz, um beiden Mafien ein Gewicht zuzuordnen.

Mittelwert Varianz \ Mittelwert — Varianz \
2.2
0.4
2.0 20
0.2
18
15
16 0.0
1234567891 1234567891 12345678910
Alpha

Algorithmus: — BFGS — BOBYQA — Nelder-Mead

Abbildung 4: Kennzahlen fiir die Log-Likelihood Funktion in Oy fiir die Algorithmen je w,
wobei « € {1,...,10 } und feste (h, i, o) = (1,0,1). Datengrundlage ist jene aus Bemerkung
4.1.2.

In Abbildung 4 sind mit Ausnahme des globalen Optimierers die oben erlduterten
Kennzahlen fiir die verschiedenen Optimierungsverfahren je o abgebildet. Die Algo-
rithmen zeigen dhnlich gute Resultate, wobei die Varianz bei den beiden Algorith-
men, die Glattheit ausnutzen, fiir kleine a geringer ist. Der DIRECT-L Algorithmus
hat deutlich schlechter als die anderen Algorithmen optimiert, dies ist im Appen-
dix der Abbildung 17 zu entnehmen. Es ist bemerkenswert, dass Maximalstellen der
Log-Likelihood Funktion bei einigen Samples auffillig weit von den wahren Para-
metern entfernt lagen, was an der Gestalt der Funktion liegen kann. Wir wéahlen fiir
die weitere Optimierung also den Maximum-Likelihood Schitzer, welcher den BFGS
Algorithmus nutzt, da er durchschnittlich die besten Werte fiir die Differenz aus Mit-
telwert und Varianz aufweist, siehe Abbildung 4. Den Ansatz zuerst mittels einem
globalen Algorithmus und anschliefSend eines lokalen zu optimieren, haben wir hier
nicht verfolgt, da die Anfangswertwahl gelungen ist.

Bemerkung 4.1.4 (Datengenerierender Prozess im missspezifiertem Modell).

Wir arbeiten in der folgenden Situation innerhalb des Stein’schen expliziten Modells.
Dies heif8t genauer fiir die Situation aus Theorem 2.3.7, wir setzen h(-) = h > 0, a(-) =
0, u =0und v(y) = |y —1/2]. Um Daten zu generieren, wihlen wir weiterhin die
langsam variierende Funktion S als die konstante 1-Abbildung, sodass wir kanonisch
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aus der Forderung in (2.20) die Verteilungsfunktionen fiir X; , als

0 A< X
. o
Fiu(t) = 1—h-(—"/'jl;—/i/2‘—t) < t<x,
1 Xy <t
wobei x; = — |i/n—1/2| /nt/* und x} = x; — h~1/% herleiten konnen.

Um nun Block-Maxima von Zeitreihen der Lange n - m zu simulieren, nutzen wir
erneut die Inversionsmethode. Diese Herangehensweise ist hier naheliegend, da die
Verteilungsfunktionen F;, sich exakt invertieren lassen, mithin der Rechenaufwand
dadurch verringert werden kann.

Fiir die weitere Studie simulieren wir fiir verschiedene « und festem /1 = 1 eine gewis-
se Anzahl, hier 1.000, von Zeitreihen der Lange 365 - 100, sodass wir je Parameterkom-
bination 365 - 100 - 1.000 = 36.5 - 10° Beobachtungen generieren. Der Block-Maxima
Methode mit Blockgrofie n = 365 und m = 100 Blocken folgend, erhalten wir je a
100 - 1.000 = 10° Block-Maxima, genauer 500 Samples einer Block-Maxima Beobach-
tung der (Sample-)Grofie 100.

Wir illustrieren die Verteilungskonvergenz von M, - n'/® gegen G, fiir verschie-
dene Werte von « und Blockgrofien # in der Abbildung 5.
Als néchstes wollen wir eine Parameterschidtzung innerhalb des Block-Maxima Mo-

n=4 n=10 n =100
0.9 >
E
0.6 3
I
03 I I N
ool — 7l tillll S
20
15 >
S
1.0 3
I
05 I I IS
0.0 I
3
>
2 m S
0
Q
1]
1 iil“lll o
o A

-25 -20 -15 -10 -05 00-25 -20 -15 -10 -05 00-25 -20 -15 -10 -05 00
Abbildung 5: Histogramme von jeweils 1000 simulierten standardisierten Block-Maxima fiir
verschiedene Werte von « und Blockgrofien n. Dabei wurden die Parameter als h = 1 und

u = 0 fixiert. Die zugehorige Grenzdichte ist in rot eingezeichnet.

dells aus Subkapitel 3.3 durchfiihren, wobei wir subasymptotisch arbeiten, das heifst
eine Missspezifikation liegt vor.
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Bemerkung 4.1.5 (Gg MLE-Anpassung im missspezifierten explizten Stein’schen Mo-
dell).

In Bemerkung 4.1.3 haben wir gesehen, dass die Implementierung mittels des LBFGS
Algorithmus” die beste Optimierung leistet. Mit diesem Maximum-Likelihood Schit-
zer passen wir die explizite Stein’sche Verteilung an die gemafl Bemerkung 4.1.4 simu-
lierten Zeitreihen an. Im Appendix werden wir einen kurzen Vergleich von der Varian-
te des Stein’schen Schétzers , die die korrekten Parameter, das heif3t («, 1,0, (1/365)!/%),
iibergeben bekommt und der datenadaptiven Variante durchfiihren, siehe Abbildun-
gen 18 und 19. Bevor wir die Giite der simulierten Formparameterschétzer (&s,ﬁg)
untersuchen, illustrieren wir in Abbildung 6 exemplarisch mittels QQ-Plots sowohl
die Giite der Anpassung als auch die Asymptotik.

QQ-Plots der Gg Anpassungen

Alpha =1 Alpha =2 Alpha =5
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o ~0:005 —0.05 -0.3
£
é -0.010 -~
3 -0.10 0.4
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% -0.0151°
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2
E Alpha =8 Alpha =9 Alpha =10
=]
O 04
2
43 -05
g -0.5 06
w -0.6
-0.6
-0.7

Quantile der angepassten Gg Verteilung

Abbildung 6: QQ-Plots von Quantilen Block-Maximas mit jeweiliger Blockanzahl m = 100,
Blockgrofle n = 365 fiir verschiedene Werte von « und festem Parameter h = 1 gegen die
Quantile der durch die oben genannte Maximum-Likelihood Methode generierten angepassten
Gy Verteilungen. Eine Winkelhalbierende ist in rot eingezeichnet.

Die Plots aus Abilldung 6 zeigen, dass fiir « > 1 zunéchst erfolgreich angepasst
wurde. So liegt fiir « = 1 ein Teil der Punkte zwar nicht auf der Winkelhalbierenden,
jedoch liegen die oberen Quantile auf jener. Insbesondere ist hier zu beachten, dass
die Missspezifikation sich nicht visibel schadlich ausgewirkt hat.

In der Abbildung 7 bestimmen wir Kennzahlen des implementierten Schitzers, wo-
bei dieser auf die simulierten Zeitreihen aus Bemerkung 4.1.4 angewandt wurde. Zu
bemerken ist hier, dass die Wahrheit 6 = («,h, y, o) streng genommen gar nicht exis-
tiert, da wir uns im subasymptotischen Kontext befinden beziehungsweise im missspe-
zifierten Modell, also die Block-Maxima nur approximativ einer Gy Verteilung folgen.
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Wir werden trotzdem Begriffe wie Bias und MSE in der kanonischen Weise nutzen.
Anhand Abbildung 7 erkennen wir, dass Bias und Varianz von &g ab a = 5 stark an-

Kennzahlen des Stein'schen ML-Schétzers fir o

Quadrierter Bias Varianz MSE
15 75 90
10 50 60
5 25 30
e b= ot
12345678910 12345678910 12345678910

Kennzahlen des Stein'schen ML-Schéatzers fir h

" Quadrierter Bias Varianz MSE
15 15 30
10 10 20
5 5 10
12345678910 12345678910 12345678910
Alpha

Abbildung 7: Kennzahlen fiir die Schiitzer (&g, hs) fiir verschiedene « € {1,...,10 } und
festes h = 1. Die Daten wurden gemiifS Bemerkung 4.1.4 generiert.

steigen. Der zweite Formparameterschitzer Jis steigt generell schneller an, fillt jedoch
auch mit wachsendem & und fluktuiert generell nicht so stark wie @g, was jedoch auch
an der Skalierung von / und an der fehlenden Variation von & liegt.

Die angesprochene Ahnlichkeit der Verteilung G, ; zu einem Wei (a + 1) Typ, ver-
gleiche mit den Ausfithrungen unter Gleichung (2.38), motiviert zu vergleichen wie
gut eine Weibull Anpassung im exakten Stein’schen Modell Kenngrofien der unbe-
kannten Verteilung der Block-Maxima schitzt. Man beachte, dass damit keine Para-
meter der Gg-Verteilung geschitzt werden konnen sondern nur jene einer Weibull-
beziehungsweise GEV-Verteilung. Jedoch ist es von natiirlichem Interesse, ob die Heu-
ristik, dass asymptotisch G, j, sich in Verteilung wie ein Wei (« + 1) Typ verhilt, bereits
subasymptotisch in der Parameterschitzung zu erkennen ist.

Bemerkung 4.1.6 (GEV Anpassung im exakten Stein’schen Modell).

Ausgehend vom selben Rahmen wie in Bemerkung 4.1.5 fithren wir eine Maximum-
Likelihood Schitzung durch, wobei wir hier eine GEV-Verteilung an die Daten anpas-
sen.

Fiir die Implementierung nutzen wir das R-Paket evd, siehe [Stephenson], in welchem
die Funktion fgev eine Anpassung der GEV-Verteilung an gegebene Daten mittels eines
Maximum-Likelihood Schéitzers ermoglicht. Dabei wurde diese Funktion mittels des
BFGS Algorithmus” innerhalb der optim-Funktion programmiert, wobei der Schitzer
datenadaptiv ist, da Anfangswerte durch Momentenschétzer bestimmt werden. Wie
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in Annahme 4.1.1 erwédhnt, werden wir vom Schétzer als grofier —1/31 geschétzte
Formparameter & auf ¢ = —1/31 begrenzen, damit die Umrechnung in « nicht unter
Umstdnden singuldre Werte produziert.

Anhand der QQ-Plots aus Abbildung 8 erkennen wir, dass sich die Anpassung

QQ-Plots der GEV-Anpassungen
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Abbildung 8: QQ-Plots von Quantilen Block-Maximas mit jeweiliger Blockanzahl m = 100,
Blockgrifse n = 365 fiir verschiedene Werte von o und festem Parameter h = 1 gegen die
Quantile der durch die oben genannte Maximum-Likelihood Methode generierten angepassten
Gy Verteilungen.

durch eine GEV Maximum-Likelihood Schitzung &hnlich wie eine auf Basis der Gg-
Verteilung verhilt. Insbesondere féllt auf, dass die Qualitdt der Anpassung nicht visi-
bel fehlerhaft ist. Dies ist insofern bemerkenswert, da die Grenzverteilung keine Wei-
bullverteilung ist. Die Nédhe dieser Grenzverteilung zu einem Weibulltypen wird da-
durch erneut verdeutlicht.

In Abbildung 9 sind die Kennzahlen von dem GEV-Maximum-Likelihood Schiét-
zer abgebildet, wobei die Umrechnung & = —1/¢ genutzt wurde. Man beachte, dass
hier keine kanonische Angabe eines Bias” moglich ist, da die Beobachtungen weder
subasymptotisch noch approximativ einer GEV-Verteilung folgen.

Der Abbildung entnehmen wir, dass die Variation von dem Parameter « innerhalb
der Datengenerierung im expliziten Stein’schen Modell eine gleichgerichtete Variation
des geschatzten Weibullparameters bewirkt. AufSlerdem kann man erkennen, dass die
vor dieser Bemerkung genannte Heuristik fiir grofiere a sogar durch die Maximum-
Likelihood Schétzung zu erahnen ist.”

7 Fiir einen Vergleich mit dem Benchmark Stein Schétzer siehe Abbildung 18 im Appendix.
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Kennzahlen des GEV ML-Schéatzers fur «

Mittelwert Varianz
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Abbildung 9: Kennzahlen des Schiitzers dggy fiir verschiedene o € {1,...,10 } und festem
h = 1. Die Daten wurden gemifS Bemerkung 4.1.4 generiert.

Nachdem wir innerhalb des Rahmens von Bemerkung 4.1.4 sowohl eine Anpassung
mittels der Gy-Verteilung als auch der GEV-Verteilung durchgefiihrt haben, wollen
wir die dadurch gemafs Bemerkung 3.2.4 beziehungsweise 3.3.4 geschitzten Quantile
untereinander und insbesondere mit dem wahren Quantil der Block-Maxima verglei-
chen. Dabei ist von Interesse, ob die GEV-Anpassung auch innerhalb des expliziten
Stein’schen Modells extreme Quantile dhnlich gut wie die Anpassung mittels des na-
heliegenden Maximum-Likelihood Schétzers der Asymptotik zu schidtzen vermag.

Bemerkung 4.1.7 (Vergleich der Quantile).

Abbildung 10 zeigt Kennzahlen der 25%- und 99%-Quantilschétzer, wobei jene auf den
in Bemerkung 4.1.6 und 4.1.5 vorgestellten Implementierungen basieren. Diese Werte
vergleichen wir durch Bestimmung des quadrierten Bias mit den wahren Quantilen,
welche aus einer Simulation mit einer sehr grofen Blockanzahl m = 10° hervorgehen,
vergleiche mit Bemerkung A.2.9 im Appendix.

Beide Schitzer unterscheiden sich in ihrer Qualitdt nur marginal. In der Schitzung
des 25%-Quantils ist zu erkennen, dass der Bias des Stein Maximum-Likelihood Schét-
zers fiir wachsende « geringer als derjenige des GEV Schitzers ist. Uberraschend ist
die Tatsache, dass in beiden Quantilen die Varianzen fast identisch sind, obwohl in der
Situation des Stein’schen Schétzers vier und nicht drei Parameter geschétzt werden.
Die Tatsache, dass das 25%-Quantil mit geringerem Bias durch den Stein’schen Schit-
zer geschatzt wird, ldsst sich durch die andere Struktur im Bereich x < —c/2+u
erkldren, siehe Gleichung (3.1). In diesem Bereich entspricht die Verteilung keiner
Weibull-Verteilung mehr, sodass ein groflerer Bias in niedrigeren Quantilen auftritt.
Sind geringere Quantile zu schitzen, empfiehlt es sich also den Stein’schen Schitzer
zu wihlen. Die Ergebnisse der 99%-Quantils Schiatzung deuten auf nahezu identi-
sches Verhalten hin, da die Kennzahlen dort sich maximal um Gréenordnung 104
unterscheiden. Ein moglicher Grund dafiir ist die unter Gleichung (2.38) angesproche-
ne Ahnlichkeit von dem linken Tail zu einem Wei («) — und dem rechten zu einem
Wei (a + 1) Typ.

8 Fiir einen Vergleich mit dem Benchmark Schitzer siehe Abbildung 19 Appendix.
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Kennzahlen der 25% Quantil Schatzer
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Abbildung 10: Skalierte Kennzahlen vom GEV- und vom Stein’schen Maximum-Likelihood
Schitzer fiir das 99% Quantil als Funktion von « abgetragen, wobei h = 1 fest ist. Die
Datengrundlage ist diejenige aus Bemerkung 4.1.4, das heifst je « 100 Blocke der GrofSe 365.
Wir haben mit 1000 Samples simuliert.

4.2 Eine Simulationsstudie im Weibull-Modell

In Analogie zu dem Subkapitel 4.1 wollen wir nun dieselben Untersuchungen in ei-
nem Weibull-Modell durchfiihren. Dabei nutzen wir also erneut die Block-Maxima
Methode. Motivierend hierbei ist es zu tiberpriifen, ob sich die Ndhe der expliziten
Stein’schen Verteilung zu einem Weibull-Typen innerhalb der Schitzungen symme-
trisch verhélt, genauer: Die durchgefiihrte Studie in 4.1.7 hat durch Simulationen in-
diziert, dass eine GEV Maximum-Likelihood Anpassung im Rahmen des Stein’schen
Modells fiir die Schiatzung von extremen Quantilen nicht fehlschldgt dhnliche Qualitat
wie die Stein’sche Anpassung hat. Im Folgenden wollen wir die Rollen vertauschen
und daher aus einer im Anziehungsbereich der Weibull-Verteilung liegenden Vertei-
lung simulieren.

Annahme 4.2.1 (Parameterbereiche im Weibull-Modell).

Wie in dem expliziten Stein’schen Modell 4.1.1 stellen wir Annahmen an die Parameter
innerhalb des Modells. Von nun an bezeichnen wir mit  den Weibull-Formparameter,
um ihn vom Parameter a der Gg—Verteilung abzugrenzen. Der Heuristik « +1 ~
folgend nehmen wir

13<B<31, —100<u<100, 10°®<o<10

an. Dies tibersetzt sich zu —0.77 < ¢ < —0.03 als mogliches Schitzergebnis fiir den
Formparameter ¢ = —1/p.
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Im Gegensatz zu der Simulationsstudie aus Abschnitt 4.1 werden wir hier nicht das
korrekt spezifierte Modell untersuchen, da wir bereits eine effizient leistende Imple-
mentierung des Maximum-Likelihood Schitzers fiir das explizite Stein’sche Modell
ausgewdhlt haben, siehe Abbildung 4, und in Anwendungen Beobachtungen sich le-
diglich im subasymptotischen Rahmen befinden. Sprechen wir im Folgenden vom
Weibull-Modell, so ist damit immer das missspezifierte Modell gemeint.

Um eine Vergleichbarkeit zu der Studie aus Abschnitt 4.1 wahren zu konnen, nutzen
wir die Implementierungen aus dem vorherigen Kapitel.

Bemerkung 4.2.2 (Datengenerierung im Weibull-Modell).

Die Basis der Studie werden unabhéngig und identisch verteilte Zeitreihen bilden, so-
dass insbesondere Stationaritidt der Zeitreihe gegeben ist, was einen ersten Unterschied
zu der Studie aus 4.1 darstellt.

Die Verteilungsfunktionen fiir die X; , seien fiir § > 0 durch

Fin(x) = F(x) = {1 (—x)F ,-1<x<0

0 ,sonst
gegeben. Die Wahl der F; , wurde derart getroffen, dass sie im Max-Anziehungsbereich
der Weibull-Verteilung liegt, fiir einen Beweis siehe A.2.4.
Die Quantilfunktion l4sst sich erneut explizit bestimmen, sodass die Inversionsmetho-
de hier anwendbar ist. Fiir die weitere Studie simulieren wir fiir verschiedene g > 0
1000 Zeitreihen der Lange 365 - 100, wobei wieder n = 365 die Blockgrofie und m = 100
die Blockanzahl darstellen. Die Lokations- beziehungswiese Skalenparameter setzen
wir fest als b = 0 und 4 = 1 an. Somit erhalten wir 1000 Samples der Grofie 100 und
je B werden 365 - 100 - 1000 = 36.5 - 10° Beobachtungen simuliert.

In Abbildung 11 illustrieren wir die Verteilungskonvergenz von M;, - n!/* gegen die

Wei («) —Verteilung, welche im Appendix A.2.4 bewiesen wird. Wir erkennen, dass
bereits fiir kleine n die Asymptotik eintritt und wenig Fluktuation auftritt. Dies ist
vielversprechend fiir die folgenden Anpassungen.

Bemerkung 4.2.3 (GEV Anpassung im Weibull Modell).

Wir passen die GEV/Wei-Verteilung mittels Maximum-Likelihood Schitzung an die
Daten aus Bemerkung 4.2.2 an. Zunichst betrachten wir exemplarisch QQ-Plots in
Abbildung 12, um die Giite der Anpassung qualitativ einschidtzen zu kénnen. Es ist
anhand der Plots zu erkennen, dass die Anpassung nicht misslungen ist, sodass eine
weitere Studie der Schitzleistung indiziert ist.

Anschliefiend bestimmen wir in Abbildung 13 Kennzahlen vom Formparameterscht-
zer ,BGEV- Dabei verhalten sich die Kennzahlen dhnlich wie in dem Stein-Modell mit
isotonem MSE, wobei die Varianz dominiert.
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Abbildung 11: Histogramme von jeweils 1000 simulierten standardisierten Block-Maxima

fiir verschiedene Werte won P und Blockgriflen n. Die zugehorige Grenzdichte der
Wei (B) — Verteilung ist in rot eingezeichnet.

QQ-Plots der GEV-Anpassungen
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Abbildung 12: QQ-Plots von Quantilen Block-Maximas mit jeweiliger Blockanzahl m =
100, Blockgrofle n = 365 fiir verschiedene Werte von B gegen die Quantile der durch die
oben genannte Maximum-Likelihood Methode generierten angepassten Gy Verteilungen. Die
Parameter b, a sind fest als 0 beziehungsweise 1 gewihlt.
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Kennzahlen des GEV ML-Schétzers fur 3

Quadrierter Bias Varianz | MSE
15
75 Y
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0 0 | o |
234567891011 234567891011 234567891011
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Abbildung 13: Auf Basis der Daten aus Bemerkung 4.2.2 bestimmte Kennzahlen des Form-
parameterschiitzers Pggy. Dabei variiert pin {2,...,11 } und die Parameter b, a sind fest als
0 beziehungsweise 1 gewiihlt.

Bemerkung 4.2.4 (Gp MLE-Anpassung im Weibull Modell).

Wie auch fiir die Anpassung mittels GEV-Verteilung betrachten wir auch fiir die G-
Verteilung in Abbildung 14 QQ-Plots, um exemplarische Qualitdt der Schatzungen
feststellen zu konnen. Dabei ist aufgrund der Verteilungsdhnlichkeiten eine gelungene
Anpassung naheliegend. Vergleicht man diese QQ-Plots mit jenen aus Abbildung 12,

QQ-Plots der Gg Anpassungen
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Empirische Quantile der Blockmaxima
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Quantile der angepassten Gg Verteilung

Abbildung 14: QQ-Plots von Quantilen Block-Maximas mit jeweiliger Blockanzahl m =
100, Blockgrofle n = 365 fiir verschiedene Werte von B gegen die Quantile der durch die
oben genannte Maximum-Likelihood Methode generierten angepassten Gy Verteilungen. Die
Parameter b, a sind fest als 0 beziehungsweise 1 gewihlt.

so kann visuell keine als besser klassifiziert werden. Die Qualitdten der Anpassungen
nach Mafigabe der QQ-Plots sind jedoch nicht zu unterschieden, sodass die genauere
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Untersuchung des Schétzverhaltens indiziert wird.

Daher sind in Abbildung 15 Mittelwert und Varianz der Schétzer &g und ES abgebildet.
Ein Bias und damit auch ein MSE sind hier nicht kanonisch definierbar, da wir uns
in dem Weibull-Modell befinden und die Parameter a und # demnach gar nicht im
Modell exakt wiederzufinden sind. Wir erinnern an die Heuristik § ~ a + 1. In den
Plots ist diese fiir groflere B zu erkennen, wobei fiir kleinere a die Tendenz & ~ B
gilt. Wie in den Plots 7, 9 und 13 ist auch hier die Varianz isoton in der Variation von
B. Auch die Grofsenordnung der Kennzahlen ist &hnlich. Obwohl der Parameter /1 im
Weibull-Modell keine Entsprechung besitzt, verhalt sich der Schétzer hs hier wie Im
expliziten Stein’schen Modell, siehe Abbildung 9.

Kennzahlen des Stein'schen ML-Schéatzers fir a

Mittelwert \ \ Varianz

75
50+
5 25+

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

10

Kennzahlen des Stein'schen ML-Schéatzers fir h

Mittelwert | o Varianz |
1
5 17
4 15
13
8 11
9

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
Beta

Abbildung 15: Kennzahlen fiir die Schiitzer (&s, hs) fiir verschiedene p € {2,...,11} . Die
Daten wurden gemiifS Bemerkung 4.2.2 generiert und die Parameter b, a fest als 0 beziehungs-
weise 1 gewiihlt.

Bemerkung 4.2.5 (Vergleich der Quantilschédtzer im Weibull-Modell).

Zuletzt wollen wir analog zu Abbildung 10 die Quantilschitzer vergleichen. Zu die-
sem Zweck sind in Abbildung 16 diese fiir die beiden Schitzer je B abgebildet, wobei
die exakten Quantile gemafl Bemerkung A.2.9 mit m = 10° bestimmt wurden.

Es fallt auf, dass der Stein Schitzer verzerrter als der GEV Schitzer ist, wobei sich
die Differenz in einer Grofenordnung von 107 bis 10~* bewegt. Fiir beide Quantile
dominiert die Varianz in Bereichen von 1072 bis 10~%, was im Fall des Stein-Modells
umgekehrt war, siehe Abbildung 10. Uberraschend ist dabei die geringere Varianz des
Stein Schatzers, was jedoch auch an der Implementierung tiber ein Gitter von An-
fangswerten liegen mag. Insgesamt lédsst sich auch hier kein evident besserer Schitzer
ermitteln, da die Differenzen des MSE in einer Groéflenordnung 107° bis 10~* liegen.
Ein moglicher Grund dafiir ist die Ahnlichkeit beider Verteilungsklassen, siehe Bemer-
kung 3.3.4.
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Kennzahlen der 25% Quantilschatzer
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Abbildung 16: Skalierte Kennzahlen vom GEV- und vom Stein’schen Maximum-Likelihood
Schiitzer fiir die 25- und 99% Quantile als Funktion von B abgetragen. Die Datengrundlage
ist diejenige aus Bemerkung 4.2.2, das heifst je p 100 Blocke der Grofie 365. Wir haben mit
1000 Samples simuliert.
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4.2 Eine Simulationsstudie im Weibull-Modell

Fazit und Aussicht

Innerhalb des Kapitels 2 wurden zwei Grenzwertsédtze aus [Stein] vorgestellt und aus-
gearbeitet, die von Temperaturuntersuchungen motiviert waren. Dabei haben wir im
Rahmen von Satz 2.3.14 fiir die zweite Asymptotik gezeigt, dass eine andere Grenzver-
teilungsklasse als die der GEV-Verteilungen resultiert. Diese Klasse G ist fiir bestimmte
Wahlen von Funktionen beziiglich des Tailverhaltens weit von einer GEV-Verteilung
entfernt, kann jedoch auch starke Ahnlichkeiten aufweisen, was wir in Satz 2.3.16 und
Beispiel 2.38 sahen. Daneben haben wir fiir beide Asysmptotiken in Satz 2.2.14 und
2.3.17 starke Gesetze etabliert, wobei wir nur den Beweis fiir die erste Asymptotik
vollstandig ausfiihrten.

Die angesprochenen Ahnlichkeiten motivierten eine statistische Behandlung der Block-
Maxima Methode im Bezug auf den zweiten Grenzwertsatz aus Theorem 2.3.7. Hierbei
wurden zunichst Ahnlichkeiten und Unterschiede zu der klassischen Block-Maxima
Methode aufgefiihrt. Wir untersuchten das explizite Stein’sche Modell auf Regula-
ritdt im Strukturwechselpunkt und stellten so einen weiteren Unterschied fest. Zu-
letzt fithrten wir detaillierte Simulationsstudien innerhalb zwei Block-Maxima Set-
tings durch, welche indizierten, dass der von uns vorgestellte (explizite) Stein’sche
Maximum-Likelihood Schitzer in beiden missspezifierten Modellen dhnlich gute Re-
sultate liefert wie der gut untersuchte GEV Maximum-Likelihood Schétzer.

Es gibt einige interessante Untersuchungspunkte, welche in dieser Arbeit nicht behan-
delt wurden wie zum Beispiel theoretische Resultate tiber die asymptotische Giite des
(expliziten) Stein’schen Maximimum-Likelihood Schétzers. So ist es naheliegend, dass
er dhnliche wie der GEV-Schitzer erfiillt, was aber noch nicht bewiesen wurde. Aufier-
dem haben wir eine zweite Subklasse von G in Beispiel 2.3.15 kennengelernt, welche
ein grundlegend anderes Tailverhalten besaf3. Dies motiviert die Frage, ob sich fiir ein
daraus entstehendes Modell Schitzer etablieren lassen, welche dhnliche Giite besitzen
wie die des expliziten Stein’schen Modells.
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A.1 Verteilungen

Appendix

A.1 Verteilungen

Definition A.1.1 (Dirac-Verteilung).
Eine Y-wertige Zufallsvariable X heifst Dirac-verteilt, falls ein y € Y existiert mit X =y
fast-sicher, das heifit PX = dy.

Definition A.1.2 (Geometrische Verteilung).
Eine INo-wertige Zufallsvariable X heifst geometrisch zum Parameter p, verteilt, falls
sie die Zahldichte

p(k) = (1= po)*po - Iy, (k)
besitzt, wobei pg € ]0,1[. Wir schreiben dafiir Geom(py).

Definition A.1.3 (Stetige Gleichverteilung).
Eine R%-wertige Zufallsvariable heifit stetig gleichverteilt zum Parameter A, falls sie
die Lebesgue-Dichte

besitzt, wobei A C B(IR¥). Wir schreiben dafiir U (A) und im eindimensionalen Fall
schreiben wir U ([a, b]) anstelle von U([a, b]).

Definition A.1.4 (Normalverteilung).
Eine R%-wertige Zufallsvariable heifit standard normalverteilt, falls sie die Lebesgue-

Dichte p
_ 1 Vi
p(x) = Gnin exp( ==
besitzt.

Eine R%-wertige Zufallsvariable X heiflt normalverteilt mit Erwartungswert # und
Kovarianzmatrix X, falls fiir eine standard-normalverteilte Zufallsvariable N die Be-

ziehung . Axin
P* =P

gilt, wobei A € R¥? die positiv semidefinite Wurzel von £ ist und b € R?, ¥ € R?*
positiv semidefinit. Wir schreiben dafiir A 7(#, £) und fiir den eindimensionalen Fall
N (p, 0%), wobei ¥ mit 0> > 0 identifiziert wurde.

Definition A.1.5 (Exponentialverteilung).
Eine R-wertige Zufallsvariable heifit exponential verteilt zum Parameter A, falls sie
die Lebesgue-Dichte

p(x) = Aexp(=A-x) g+ (x)
besitzt, wobei A > 0. Wir schreiben dafiir Exp(A).

Definition A.1.6 (Pareto-Verteilung).
Eine R-wertige Zufallsvariable heifst Pareto-verteilt zum Parameter «, falls sie die
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Lebesgue-Dichte
px) = ax™HU 1 g (x)

besitzt, wobei & > 0. Wir schreiben dafiir Par(a).

A.2 Hilfsresultate

Theorem A.2.1 (Delta-Methode).
Sei @: D C R¥ — R™ differenzierbar in 0 € D fiir k,m € N und T,, T Zufallsvariablen,
die Werte in D annehmen. Gilt fiir eine gegen unendlich bestimmt divergierende Folge r,,, die

Verteilungskonvergenz ry, - (T, — 0) 4T, s0 folgt

- <CI>(Tn) - cp(e)) 1, 9'0)-T,

n—oo
wobei @' (x) die Jacobi-Matrix von ® in x bezeichne.
Beweis. Siehe [Van der Vaart, Theorem 3.1] &

Bemerkung A.2.2 (Formel fiir den Mean Squared Error).
Bezeichnen wir mit Varg(y) := (Varg(7V),..., Varg(3%))T die komponentenweise
Varianz einer k—dimensionalen Zufallsvariable, so gilt

MSEq (7) = || Biasg (7) |3 + || Vare(%) |

Beweis. Wir rechnen

k k
MSEy (7) = Eo [Hv 7(0 } Ey [Z )2]:ZMSE9 (W)

k
— 3 Biasy (79)” + Varg(3) = || Biasy (3) 3 + || Vary(9) |
i=1

O]

Lemma A.2.3 (Fast-sichere Randpunktskonvergenz).
Sei{X;,:1<i<mn, ne€N} ein zeilenweise unabhingiges und im gesamten Schema iden-
tisch verteiltes Dreiecksschema von reellwertigen Zufallsvariablen. Dann gilt mit der Notation
Mn(x) = ImaxX { Xl’l,ll ceey Xn’n }

M, ﬁ) x*

wobei hier x* den rechten Randpunkt der Verteilungen bezeichnet.
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Beweis. Wir zeigen, dass die Konvergenz mit Wahrscheinlichkeit Null nicht auftritt.

P{M, / x*} = ]P{lirrbinan < x*} = 113( U {liminfM, < " — 1/M}>
MeIN

- lim]P{liminan <x - 1/M} < lim]P(liminf{Mn <xt - 1/M})
M n M n
n
< limliminf P{M,, < x* —1/M} = limliminf (P(x* - 1/M))
M n M n
=0,
wobei die erste Gleichheit aus der Tatsache M, < xx fast-sicher, die dritte aus der

Stetigkeit von unten und die letzte aus der Tatsache F(x* —1/M) < 1 fiir festes M € N
folgt. O

Beispiel A.2.4.
Sei {Xi,n: 1<i<n, nelN} ein zeilenweise unabhéngiges und identisch verteiltes
reellwertiges Dreiecksschema von Zufallsvariablen mit

1—(—x)* ,-1<x<0
0 ,sonst

Pi,n(x) = P(x) {

fir ein & > 0. Dann gilt mit der Notation M;,(x) := max{ X3,..., X, } die Vertei-
lungskonvergenz

fiir festes j € IN.

Beweis. Fiir den Fall x > 0 ist die Konvergenz beider Verteilungsfunktionen gegen 0
klar. Wir rechnen fiir x < 0

P{M, n/*<x}=F" (x-n‘”"‘) = ( - (—ﬁ)“)n = exp{—(-x)"},

wobei wir im ersten Schritt die zeilenweise Unabhingigkeit ausgenutzt haben.
Damit stimmen Grenzwert der Verteilungsfunktion und die der Wei («)-Verteilung
tiberein. Die Behauptung folt aus dem Portmanteau-Theorem. ]

Theorem A.2.5 (Poisson-Approximation).

Seien (pjn)jnen C [0,1] Zahlen, fiir j € N seien unabhingige Folgen von Zufallsvariablen
(Xjn)jen mit X, ~ Ber (pi,) gegeben und A := {X;,: j,n € N} das induzierte Drei-
ecksschema mit unendlichen Zeilen.
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Gilt zusiitzlich

so folgt die Verteilungskonvergenz der Summe

[ee] (o]
d . .
Xjn — Poi | lim Z Pin | -
]:1 n—oo n—oo j:1

Beweis. Siehe [Klenke, Satz 3.7] &

Fiir die requliire Variation ist folgende Konvention niitzlich.

Definition A.2.6.
Eine Abbildung reellwertige Abbildung f heift letztendlich auf R definiert, falls ein
A > 0 existiert, sodass f auf | A, oo[ definiert ist.

Definition A.2.7 (Reguldre Variation).

Eine letztendlich auf R definierte Funktion heifst reguldr varrierend mit Index p, falls

L fA-t)
lim =F= =A% A>0.

Wir schreiben f € RV (p) und im Falle p = 0 spricht man auch von langsamer Varia-
tion.

Wir geben ohne Beweis eine unvollstdndige Liste von Eigenschaften reguldr variie-
render Funktionen an. Fiir eine ausschopfende Behandlung dieser verweisen wir auf
[Bingham et al.].

Satz A.2.8 (Eigenschaften regulér variierender Funktionen).
Sei f € RV(a), g € RV(B).

1. Die Funktion f lisst sich letztendlich als Produkt f(x) = x* - L(x) mit einer langsam
variierenden Funktion L(-) schreiben.

2. Esgilt f-g € RV(a+ PB).
3. Fiir beliebige Kompakta K C R gilt

f(Ax)
f(x)

lim sup — A =0.

X—r00 A€k
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4. Fiir beliebige 6 > 0 gilt
x—o
lim ~

e f(x)

und insbesondere letztendlich

=0,

X0 < f(x) < x%TO,

5. Falls & > 0, gilt fiir r, — 0
lim f(r,) = oo.
n

xoo xt e

6. Falls « > 0 und f letztendlich injektiv ist, existiert die auf dem Bildbereich definierte

Inverse und ist requlir variierend zum Index 1/ w.

7. Die Resultate lassen sich mittels Bemerkung 2.2.6 fiir die requlire Variation in der Null

umformulieren. So wird etwa die vierte Eigenschaft zu der Aussage:

Sei f € RVy(a), so gilt fiir alle 6 > 0

lim
)

f(t)

und insbesondere letztendlich

10 < F(t) < v,

Beweis. Wir verweisen auf das Buch [Bingham et al.].

Bemerkung A.2.9 (Numerische Bestimmung von exakten Quantilen).

ttx+5 f(t)
= 1 —
0, tlfgl toato

&

Es sei eine Zufallsvariable X simulierbar, deren Verteilungsfunktion nicht explizit oder
nur kompliziert darstellbar ist. Zum Zwecke der nahezu exakten Bestimmung der
Quantile dieser Zufallsvariable ist es moglich, sehr oft aus dieser Verteilung zu simu-
lieren und anschlieffend einen Quantilschétzer, wie etwa mittels der quantile Funktion
aus dem base R-Paket, darauf anzuwenden. Die theoretische Legitimation fiir diese
Praxis ist der Satz von Glivenko-Cantelli, siehe zum Beispiel [Klenke, Satz 5.23]. Nach

diesem gilt fiir obigen Fall

EN fs

sup | F,(x) — F(x) | =0,

x€R

wobei F, die empirische und F die Verteilungsfunktion von X bezeichne.

A.3 Abbildungen

In Abbildung 17 ist der Algorithmenvergleich gemafs Bemerkung 4.1.3 inklusive des
auf dem globalen Optimierer DIRECT-L basierenden Schitzers zu sehen. Offensicht-
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lich ist die Leistung des globalen Optimierers deutlich schlechter als die der anderen.

Mittelwert Varianz Mittelwert — Varianz
0- " T 100 o
-10- 75
-50
—20- 50
-100
-30- 25
L o A e e o e e m PO ) R M MM N B RN R N N R EE R
123 4586 7 8 910 123456 7 8 910 123456 7 8 910
Alpha

Algorithmus: — BFGS — BOBYQA — DIRECT-L Nelder-Mead

Abbildung 17: Kennzahlen fiir die Differenz £(8s — £(6o) fiir die verschiedenen Algorithmen
je «, wobei « € {1,...,10} und feste (h,pu,0) = (1,0,1), vergleiche Bemerkung 4.1.3.
Datengrundlage ist jene aus Bemerkung 4.1.2.

Wie in Bemerkung 4.1.5 angekiindigt, vergleichen wir das Verhalten des Benchmark
Stein Schitzers und der datenadaptiven Implementierung.

In Abbildung 18 sind die Kennzahlen der Schitzung des Formparameters « abgebil-
det.

Wir erkennen, dass der Benchmark Schétzer keine bessere Schitzung auf a bezogen

Kennzahlen der beiden Stein ML—Schatzer fur «a

Quadrierter Bias Varianz MSE \
75- %0
50- 60
25- 30-
0- O+ T+t
12345678910 12345678910 123 456 78 910
Alpha

Schatzer — BM Stein MLE — Datenadaptiver Stein MLE

Abbildung 18: Kennzahlen des ML Schitzers Wg fiir die datenadaptive und die Benchmark
Implementierung je x. Datengrundlage ist jene aus Bemerkung 4.1.4.

generiert, sodass unter der Datengrundlage aus Bemerkung 4.1.4 der datenadaptive
Schétzer gute Ergebnisse erzielt.
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Zuletzt wollen wir dhnliche Kennzahlen fiir die Schatzung der Quantile vergleichen.
In der Abbildung 19 sehen wir Kennzahlen der Quantilschitzer fiir die datenadaptive
und Benchmark Implementierung.

w
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n
o
=]

[N
o
=]
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Quadr. Bias / Var / MSE *100.000 Juadr. Bias / Var / MSE *10.000

Kennzahlen der 25% Quantil Schatzer

Quadrierter Bias

Varianz

12345678910
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12345678 910
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200
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Kennzahlen der 99% Quantil Schatzer

Quadrierter Bias

Varianz

MSE
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40
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0

200
150
100

50

123 456 7 8 910

Schatzer:

12345678 910
Alpha

— Stein BM MLE — Stein MLE

1 23 456 7 8 910

Abbildung 19: Kennzahlen des Stein 25- und 99%-Quantil Schiitzers fiir die datenadaptive
und die Benchmark Implementierung je a. Datengrundlage ist jene aus Bemerkung 4.1.4.

Auch hier fallt auf, dass keine signifikante bessere Schitzung durch den Benchmark
Schétzer erreicht wird.

91



Literatur

[Beirlant et al.]
[Billingsley]

[Bingham et al.]

[von Bortkiewicz(a)]

[von Bortkiewicz(a)]

[Biicher(a)]

[Biicher(b)]

[Biicher(c)]

[Biicher und Segers(a)]

[Biicher und Segers(b)]

[Biicher und Zhoul]

[Casella und Berger]

[Cramér]

Literatur

Jan Beirlant u. a. Statistics of extremes: theory and
applications. John Wiley & Sons, 2006.

Patrick Billingsley. Probability and Measure. Bd. An-
niversary Edition. John Wiley & Sons, 2012.

Nicholas H Bingham, Charles M Goldie und Jef
L Teugels. Regular variation. Bd. 1. Cambridge
university press, 1989.

Ladislaus von Bortkiewicz. Die Variationsbreie beim
Gausschen Fehlergesetz. Nordisk Statistisk Tids-
krift, 1922.

Ladislaus von Bortkiewicz. Variationsbreite und
mittlerer Fehler. Berliner Mathematische Gesell-
schaft, 1921.

Axel Biicher. Wahrscheinlichkeitstheorie. Skriptum
zur Vorlesung an der Heinrich-Heine-Universitit Diis-
seldorf. 2019.

Axel Biicher. Extremwerttheorie. Manuskriptum zur
Vorlesung an der Heinrich-Heine-Universitit Diis-
seldorf. 2019.

Axel Bticher. Mathematische Statistik 1. Skriptum
zur Vorlesung an der Heinrich-Heine-Universitit Diis-
seldorf. 2020.

Axel Biicher und Johan Segers. “On the maxi-
mum likelihood estimator for the generalized
extreme-value distribution”. In: Extremes 20.4 (2017),
S. 839-872.

Axel Biicher und Johan Segers. “Inference for
heavy tailed stationary time series based on sli-
ding blocks”. In: Electronic Journal of Statistics
12.1 (2018), S. 1098-1125.

Axel Biicher und Chen Zhou. “A horse racing
between the block maxima method and the peak-
over-threshold approach”. In: arXiv preprint ar-
Xiv:1807.00282 (2018).

George Casella und Roger L Berger. Statistical
inference. Duxbury, 2021.

Harald Cramér. Mathematical Methods of Stati-
stics. Princeton university press, 1946.

92



Literatur

[David und Edwards]

[Dombry]

[Dombry und Ferreira]

[Engeland et al.]

[Feller]

[Fisher und Tippet]

[Gablonsky und Kelly]

[Gilbert and Varadhan]

[Gradshteyn und Rhyzik]

[Gumbel]

[Henningsen und Toomet]

Herbert Aron David und Anthony William Fair-
bank Edwards. Annotated readings in the history
of statistics. Springer, 2001.

Clément Dombry. “Existence and consistency of
the maximum likelihood estimators for the ex-
treme value index within the block maxima fra-
mework”. In: Bernoulli 21.1 (2015), S. 420-436.

Clément Dombry und Ana Ferreira. “Maximum
likelihood estimators based on the block ma-
xima method”. In: Bernoulli 25.3 (2019), S. 1690—
1723.

Kolbjern Engeland, Hege Hisdal und Arnoldo
Frigessi. “Practical extreme value modelling of

hydrological floods and droughts: a case study”.
In: Extremes 7.1 (2004), S. 5-30.

William Feller. “An introduction to probability
theory and its applications”. In: John Wiley & Sons
Inc., New York 2 (1971).

Ronald Aylmer Fisher und Leonard Henry Ca-
leb Tippett. “Limiting forms of the frequency
distribution of the largest or smallest member
of a sample”. In: Mathematical Proceedings of the
Cambridge Philosophical Society. Bd. 24. 2. Cam-
bridge University Press. 1928, S. 180-190.

Joerg M Gablonsky und Carl T Kelley. “A locally-
biased form of the DIRECT algorithm”. In: Jour-
nal of Global Optimization 21.1 (2001), S. 27-37.

Ravi Gilbert Paul und Varadhan. numDeriv: Ac-
curate Numerical Derivatives. R package version
2016.8-1.1.2019. URL: https://CRAN.R-project.
org/package=numDeriv.

Izrail Solomonovich Gradshteyn und Iosif Moi-
seevich Ryzhik. Table of integrals, series, and pro-
ducts. Academic press, 2014.

Emil Julius Gumbel. Statistics of extremes. Co-
lumbia university press, 1958.

Arne Henningsen und Ott Toomet. “maxLik: A
package for maximum likelihood estimation in
R”. In: Computational Statistics 26.3 (2011), S. 443—
458. URL: http://dx.doi.org/10.1007/s00180-
010-0217-1.

93


https://CRAN.R-project.org/package=numDeriv
https://CRAN.R-project.org/package=numDeriv
http://dx.doi.org/10.1007/s00180-010-0217-1
http://dx.doi.org/10.1007/s00180-010-0217-1

Literatur

[Hoskin et al.]

[Johnson]

[Klenke]

[Leadbetter, Lindgren und Rootzén]

[von Mises]

[Nash und Varadhan]

[Nelder und Mead]

[Nocedal]

[Powell]

[Resnick]
[Rischendorf]

[Singer und Nelder]

Jonathan Richard Morley Hosking, James R Wal-
lis und Eric F Wood. “Estimation of the genera-
lized extreme-value distribution by the method
of probability-weighted moments”. In: Techno-
metrics 27.3 (1985), S. 251-261.

Steven G. Johnson. “The NLopt nonlinear-optimization
package”. In: (). URL: https://CRAN.R-project.
org/package=nloptr.

Achim Klenke. Wahrscheinlichkeitstheorie. Bd. 3.
Springer, 2012.

Malcolm R Leadbetter, Georg Lindgren und Hol-
ger Rootzén. Extremes and related properties of ran-

dom sequences and processes. Springer Science &
Business Media, 2012.

R von Mises. “Uber die variationsbreite einer
Beobachtungsreihe”. In: Sitzungsberichte der Ber-
liner Mathematischen Gesellschaft 22.3 (1923).

John C. Nash und Ravi Varadhan. “Unifying
Optimization Algorithms to Aid Software Sy-
stem Users: optimx for R”. In: Journal of Stati-
stical Software 43.9 (2011), S. 1-14. URL: https:
//wwu. jstatsoft.org/v43/i09/.

John A Nelder und Roger Mead. “A simplex
method for function minimization”. In: The com-
puter journal 7.4 (1965), S. 308-313.

Jorge Nocedal. “Updating quasi-Newton matri-
ces with limited storage”. In: Mathematics of com-
putation 35.151 (1980), S. 773-782.

Michael JD Powell. “The BOBYQA algorithm
for bound constrained optimization without de-
rivatives”. In: Cambridge NA Report NA2009/06,
University of Cambridge, Cambridge (2009), S. 26—
46.

Sidney I Resnick. Extreme values, regular variation
and point processes. Springer, 2013.

Ludger Riischendorf. Mathematische statistik. Bd. 62.
Springer, 2014.

Sasa Singer und John Nelder. “Nelder-mead al-
gorithm”. In: Scholarpedia 4.7 (2009), S. 2928.

94


https://CRAN.R-project.org/package=nloptr
https://CRAN.R-project.org/package=nloptr
https://www.jstatsoft.org/v43/i09/
https://www.jstatsoft.org/v43/i09/

Literatur

[Stein]

[Stephenson]

[Van der Vaart]

[Yagiong]

ML Stein. “Should annual maximum tempera-
tures follow a generalized extreme value distri-
bution?” In: Biometrika 104.1 (2017), S. 1-16.

A. G. Stephenson. “evd: Extreme Value Distri-
butions”. In: R News 2.2 (2002), S. 0. URL: https:
//CRAN.R-project.org/package=evd.

Aad W Van der Vaart. Asymptotic statistics. Bd. 3.
Cambridge university press, 2000.

Tian Yaqgiong. “Extreme Risk Analysis of Per-
sonal Insurance Claim Based on Block Maxima
Method”. In: International Journal of Economics,
Finance and Management Sciences 6.4 (2018), S. 192.

95


https://CRAN.R-project.org/package=evd
https://CRAN.R-project.org/package=evd

Erklirung

Hiermit versichere ich, dass ich die Masterarbeit selbstiandig verfasst und keine ande-
ren als die angegebenen Quellen und Hilfsmittel benutzt habe.

Diisseldorf, den 30. September 2021

(Torben Staud)



	Einleitung
	Allgemeine Grundlagen
	Statistische Grundlagen
	Extremwerttheoretische Grundlagen

	Asymptotische Resultate über die Verteilung Maxima von nicht-stationären Dreiecksschemata
	Rahmenbedingungen
	Erste Asymptotik zeilenweiser Unabhängigkeit
	Zweite Asymptotik zeilenweiser Unabhängigkeit

	Statistische Modellierung
	Das explizite Stein'sche Modell
	Die klassische Block-Maxima Methode
	Die Block-Maxima Methode im expliziten Stein'schen Modell

	Simulationsstudien
	Eine Simulationsstudie im expliziten Stein'schen Modell
	Eine Simulationsstudie im Weibull-Modell

	Fazit und Aussicht
	Appendix
	Verteilungen
	Hilfsresultate
	Abbildungen

	Literaturverzeichnis

